Model 1

Problema 1. Valorile parametrilorex, S € R pentru care existdx, y,z€ R nu toate nule astfel
incat

2x-y+3z=0 2x-y+3z=0

3x+y+pz=0 si {2x+y+z=0

x+ay+(@+1)z=0 3x+y+ =0

sunt:
a.f=2sia=0
b.ﬂ=2siaeR\{O}
c.feR\{2}sia=0
d.ﬂeR\{2} siaeR\{O}
e. f=0s1iax=0
Rezolvare.

Sistemele sunt de tip omogen pentru care trebuie sa existe in acord cu ipoteza " x,y,z€ R nu
toti nuli" si alte solutii diferite de solutia banald x=y=z=0. Astfel, discutia se reduce la
studiul rangului matricei primului sistem omogen

2 -1 3
4=|3 1 p
I a a+l
si a celui de-al doilea sistem omogen
2 -1 3
4,=/2 1 1]
31 p
Observam ca rangA, =2 daca
2 -1 3
2 1 1|=04-8=0< f4=2.
31 p
Revenind la primul sistem, se observa cd rangd, =2 deoarece
M= s
3 1

este un minor de ordinul doi nenul. Ca atare pentru ca rangul matricei primului sistem sa fie mai
mic strict decat numarul de necunoscute este necesar ca

2 -1 3
3 1 2 |=10c
1l o a+l



sd fienul. Deunde =2 si a=0, demonstreaza ca raspunsul corect este a.
Problema 2. Daca

[ 2xx, X +x,

X, +x, 1
unde x;, x, suntradacinile ecuatiei
x*=3x+2=0
atunci
_ 1 X +X
-1 _ x12+x§ x,z +x22
a. A - X+, _2xx
xZ+x3 xP+x3
_1 3
-1 _ 5 5
b.4" = s,
5 5
_1 2
-1 _ 5 5
c.A = P
5 5
_1 2
-1 _ 5 5
d. 4 = .,
5 5
L o2
e.A'=|" °
2 2
5 5
Rezolvare.

Observam ca

2 2
|A|_x1+x2 1 TR
iar
A" =4
de unde
1 1 - (x1 + xz)

A =
2 2
—ixl + X5 ) —(x1 +x2) 2x,x,

fapt ce atrage raspuns corect a.

Problema 3. Daca {an },,EN* este un sir de numere reale definit prin

> CH(-1) +n
a = k=0

n

" ,neN*
n+

atunci:
a.lim _ _a =1
b.lim,__a, >2

c.lim _,_a <1



d.3lim, _ _a,
e.lim __a =15

Rezolvare.

Se observa ca

n 1+n
<a <

n+l " n+l

de unde raspunsul corect este a.

Problema 4. Daca {Sn }%N este un sir de numere reale definit prin

2n
S :l+—42 +....+( 2)1
5 5 5/1+

,neN

atunci:

a. limS =2

b. limS, = 1
n—w 9
c. lim§ =0

n—mw

d.limS =1

n—o0

e.limS =-1

n—»0
Rezolvare.
Rescriem

_"\2n n
Sn:l+i2+....+( 2)1 1 1+i+....+(£]
55 5" 5 5 5

133
5 5

formeaza o progresie geometrica de ratie

si observam ca termenii

g .
Atunci

l_inJrl
s =@ s 2L
"5 -4 514

n—m 5 -5

de unde raspunsul corect este d.

Problema 5. Dacd F', f,g : R — R sunt functii definite prin
S)=e"(x+1), g(x)=x*, F(x)=(/ o g)(x)

atunci



= 2xl2xze’C4 (x2 + 1)z + 2(x2 + 1)e"4 J
= 4xe" (x2 + 1)(x +x* 1)(— x+x - 1)
¢. F'(x)=4xe" (x2 + 1)(x +x7 - 1)(— x4+ X+ 1)
d. F'(x) = 4xe" (x2 - 1)(x +x°+ 1)(— x+x7 + 1)
e.F'(x)= xe" (x2 —1)(x+x2 +1)(—x+x2 +1)
Rezolvare.
Folosind formula de derivare a produsului functiilor e” si (x + 1)2 obtinem

f(x)= 2xe" (x+1) +2(x + l)ex2 ,g'(x)=2x
de unde
F'(x)=f'(g(x))g'(x)= 2x[2xze“v4 (x2 + 1)2 + 2(x2 + l)e’c4 J
iar raspunsul corect este a.

Problema 6. Dacd f : R — Reste definita prin f(x)= —%f +%x2 — 2x atunci:

a.x =1 este punct de minim local pentru functia f iar x = 2 este punct de maxim local
pentru functia f

b.x=1s1x=2 sunt puncte de minim local pentru functia f

c.x=1six =2 sunt puncte de maxim local pentru functia f

d. x =1 este punct de maxim local pentru functia f iar x = 2 este punct de minim
local pentru functia f

e. fnu are puncte de extrem local

Rezolvare.
Se observa ca, ecuatia

fx)=0
are solutiile x=1 si x=2.Pe de alta parte
f(x)=3-2x
implica
f'(1)=3-2-1=1>0
f"(2)=3-2-2=-1<0

de unde concluzia ca a. este adevarat.

Problema 7. Daca
A= J'Ol (x+1) e dx

atunci:
a.A=5-10e"
b.A4=5¢"-10
c.A=5¢-10



d.A4=5-10e
e.4A=-10e
Rezolvare.
Observam ca
1 —x 2 —x(.2 1
Ioe (x+1)dx= [—e (x +4x+5)]0
sau

X+1=t

L 2 2 _(t-1),2 L -1 )
Le (x+1Ydx = Ile(' )t dt=e.|.le’t dt:e(Se —10e )
de unde raspunsul corect este a.

Problema 8. Valoarea luim € R pentru care parabola
/i RoR, f(x)=mx’+2x+1

are varful in punctul 7 (~1,0) este:

am=1
b.m=-1
cm=2
dmeg
e.m=—2
Rezolvare.

Raspuns corect a.Varful parabolei este V(—z”—a,—%) . Ipoteza se reduce la determinarea lui m
din sistemul

cusolutia m=1.

Problema 9. Numarul de numere de 6 cifre distincte care se pot forma cu cifre de la 11a9este:
a.Cy
b. A5
c. b,
d.Cy - P,
e A — 4

Rezolvare.
Pentru a forma numere de 6 cifre distincte, utilizdm aranjamente. Relatia generald de calcul
pentru aranjamente este:

Ak — n!
" (n—k)!

unde:

- n reprezintd numarul total de cifre (9 in cazul nostru, deoarece avem 9 cifre distincte).



- k reprezinta numarul de cifre pe care dorim sa le folosim (6 in cazul nostru).
Deci, se pot forma Ay numere de 6 cifre distincte folosind cifrele de la 1 la 9. Raspuns corect b.

Problema 10. Daca
E(x)

1 1
RN \/;_i_m,xe(l,oo),
atunci solutia ecuatiei £(x)= 2 este:
a.x<3
b.x >4
c.x=4
dxed
e.x=3,5
Rezolvare.
Raéspuns corect a. Se observa ca

iar E(x)=2 aresolutia x=2.



Model 2

Problema 1. Valorile parametrilor o, € R pentru care sistemele
2x+2y+3z=0 2x+2y+ fpz=0
- x+y+z=0 si{—x+y+az=0
3x+y+2z=1 3x+y+(a+1)z=1
sunt simultan incompatibile sunt:
a. a=0 si pg=1
b. aeR\{0} s1 =1
c. a=0 si feR\{l}
d. «eR\{0} si feR\{0}
e. nuexistd «,f R pentru care sistemele sa fie simultan incompatibile

Rezolvare.

Raspunsul corect este a. Intr-adevir, sistemele sunt de tip neomogen care in acord cu cerinta
trebuie sa fie incompatibile simultan. Se cunoaste din teorema lui Kronecker--Capelli ca un
sistem de ecuatii liniare este compatibil daca si numai daca rangul matricei sistemului este egal
cu rangul matricei extinse a sistemului. Notam prin

2 23
4=|-11 p
31 2
matricea primului sistem iar prin
2 2 p
4,=-11 «a J
3 1 a+l

matricea celui de-al doilea sistem. Analog, notém prin
2 30
A=|-11 B0
1 2 1

matricea extinsd a primului sistem iar prin
2 2 p 0
A=-11 a 0
3 1 a+1 1
matricea extinsd a celui de-al doilea sistem. Se observad cd rangd, =2 deoarece
-1 1

M=
> 131

‘=_4



este un minor de ordinul doi nenul iar rang A1 =3 deoarece

2 20
Mi=-1 1 0=4
3 1 1
Analog rangZz =3. Astfel cd, primul sistem este incompatibil daca si numai daca

rangA # rang A conditie ce impune ca minorii principali

2 23
Mi=-1 1 B=4-4=0=pB=1.
3 1 2
Analog, pentru =1 punem conditia
2 2 1
Mp=-11 «a |=8«a
3 1 a+l

sa fie zero. Deunde f=1 s1 a=0 demonstreaza ca raspunsul corect este a.

;)

si S este suma elementelor matricei 4" (n e N") atunci:

Problema 2. Daca

a. §=2-3"
b. §=2-[3" ~(-1)]
c. §=2-3"—(=1)"+1

d. §=3"
e. S=2-(-1)
Rezolvare.

Se observa ca

A(

de unde raspunsul corect este a.

Problema 3. Fie
RIX]={f : Ro> R f(X)=d X" +d, X" +d,|d,.d,,d, e R,ne{1,2}}
si P(X), O(x ) functiidin R, [X ] definite prin
P(X)=(a+b) X" +(b+c)X"" +c, 0(X)=X> - X +1.
In aceste ipoteze P(X ) = Q(X ) pentru orice X € R daca si numai daca
a. n=2, a=3, b=-2, c=1



b. n=2, a=-2, b=3, c=1
c. n=2, a=-3, b=2, c=1
d n=2, a=4, b=-3, c=1
e. n=2, a=2, b=-3, c=1
Rezolvare.
P(X):Q(X) pentru orice X € R daca n=2 si
a+b=1
b+c=-1=a=3,b=-2,c=1.
c=1

Reciproc este evident adevarat. Raspuns corect a.

Problema 4. Daca

{an }neN
este un sir de numere reale definit prin

no 2 n
a, :—(_1) " (1 +lj
n°+1 n
atunci:
a. sirul este divergent deoarece subsirul termenilor de rang par converge la e iar al celor
de rang impar la —e
b. sirul este convergent
c. subsirul termenilor de rang par converge la —e
d. subsirul termenilor de rang impar converge la e
e. limita sirului exista
Rezolvare.
Observam ca

2 R% -
e (1 + ;) daca npar

W= —L(l+i)" daca nimpar
n?+1 n p

n

de unde se observa ca subsirul numerelor pare converge la e iar subsirul numerelor impare
converge la —e, concluzionand a. este raspunsul cautat.

Problema 5. Dacd f:R — R este o functie definita prin
& dacd x#1
f(x)— { 1 | daca x=1
atunci:
a. f nu este continud in punctul x =1
b. limita la stdnga in punctul x=1 alui f esteegaldacu 1
c. limita la dreapta in punctul x =1 alui f esteegaldcu —1
d. f nu este continua la dreapta in punctul x =1

e. f'este discontinud in orice punct x diferit de 1
Rezolvare
Intr-adevar, se observa ca



1 daci xel, )
S(x)= i
~1 daci xe(-om,1)
de unde concluziaca f nu este continud in x =1, implicand raspuns corect a.

Problema 6. Reprezentarea grafica a functiei

VA [_2>2]_>[0>°O):f(x)= 4—x*

in sistemul cartezian de coordonate xOy

a. este portiunea din cercul C(O,2) situata deasupra axei Ox:

b. este portiunea din cercul C(O,4) situata deasupra axei Ox:

c. este portiunea din cercul C(O,6) situata deasupra axei Ox:

d. este portiunea din cercul C(O,3) situata deasupra axei Ox:

e. nu este o portiune dintr-un cerc
Rezolvare.
Raspunsul este in mod evident a. Reprezentand cercul de centru 0 siraza 2, notat C(0,2), intr-
un sistem de axe xOy se obtine portiunea din cerc pentru care y >0.

Problema 7. Daca exista o unica functie derivabila f:R — R care verifica

f'(x)-21(x)=3¢*, £(0)=0
atunci:
a. f(x) =3xe”
b. f(x)= 2xe™



c. f(x)=2xe™

d. f(x)=3xe™

e. f(x)=xe*
Rezolvare.
Prin inmultire relatiei cu e

X

obtinem

[f(x)e’zx] =3
f(x)=e*(Bx+c).

Folosind f(0)=0 se obtine ¢=0. Am demonstrat ci f(x)=3xe" este functia cautati, fapt
ce atrage a. raspuns corect.

care prin integrare, da

Problema 8. Daci (a, ) este un sir de numere reale definit prin

11 x
e "dx

neN”

a =
"odox 4+t

atunci:
a. lima, =0

n—»0

b. lima, nu exista

n—ow0

c. lima, <0

n—>0

d. lima, >0

n—»0

e. sirul (a,) . are limita +oo

Rezolvare.
Metoda 1.
Se observa ca

_x .1 1 .
e’ < " <lsi - <—,pentruorice x € [0,1],
n

x+n xX+n
de unde
L el
X+n n
Atunci
1 1 _x 1 1 1
OSa”=I 2e”a’)cS—zj.abc:—2
Ox+n n- o n

si concluzia ca

din lema clestelui.
Metoda 2.
Se observa ca



7 [0.1] = [0,00), f(x)=—L e

x+n

este o functie descrescatoare. Deci

Iol flx)dx < £(0) jol dx = f(0)= —~

Am demonstrat cad raspunsul corect este a.

Problema 9. Valorile lui x € R pentru care

1g(x2+]) 2 2 5
C?(z 2 J(zj =212

sunt:

a. x=-1Lx=1

b. x=-1,x=10

c. x=—-10,x=1

d. nu exista valori reale ale lui x care sa Indeplineasca cerinta

e. exista cel putin 3 valori reale ale lui x care sa indeplineasca ipoteza
Rezolvare.

Se observa ca

s lg(xzﬂ) 2 E 5
cl2 = |[2°

— lelg(x2 +1)2lgx2
512!
— 21 . 21gx2 (x2 +1)
— 21 A 2lgx2 (x2 +1>
de unde ecuatia data este echivalenta cu
2 1 A 2lgx2 (x2+1) — 21 . 2lg2
Se obtine
x (x2 + 1): 2
ecuatie cu solutiile reale
x,=—Lx,=1
ce verifica conditia de existenta a logaritmului. Raspuns corect a.

Problema 10. Valoarea reald a lui m pentru care sistemul de ecuatii

x=3y=m
{—x+3y =-3
are o infinitate de solutii este:
a. m=3
b. m=1
c. m=0

d. nu existd m real care sd indeplineasca cerinta



e. existd o infinitate de valori ale lui m ce indeplinesc cerinta
Réspuns corect a. Una din ecuatii se obtine din cealalalta prin multiplicarea cu un parametru.



Model 3

Problema 1. La un turneu de tenis de masa, 9 tenismeni au participat si fiecare dintre ei s-a
intalnit o singura data cu ceilalti. Numarul total de meciuri jucate Intre ei este:

a. C,

b. A,

c. P,

d. 4, -P,

e. C; - P,
Rezolvare.

Raéspuns corect a. Numarul total de meciuri jucate intre ei poate fi calculat folosind combinarile
de 9 luate cate 2 (deoarece fiecare meci implica doud persoane).

Problema 2. Daca A={xeR| V2x—1-+/x-1=+2x-9 }, atunci:

a. A=J;

b. |A|=2;

c. |A |=1;

d. An(1,6)= I,

e. AN(-2, 0)= 4.
Rezolvare.

Raspuns corect c. Solutia ecuatiei este x=5.

Problema 3. Valoarea lui me (O,oo) pentru care sistemul de ecuatii

x=3y-m=0
{3 ¥y’ =3x+3=0

are doar solutiile (x,y)=(10,3) si (x,)=(1,0) este:

a. m=1

b. m=35

c. m=0

d. nu existd me(0,00) care sd indeplineasca cerinta

e. m=3
Rezolvare.

Raéspuns corect a. Sistemul are solutiile

3 9 1 3
x=m+—vdm+5+—,y=—~4m+5+—
{ 2 2 4 2 2}

3 9 3 1
x=m—5\/4m+5 +E,y:———\/4m+5

2 2
deunde m =1 indeplineste ipotezele.



Problema 4. Complementara mulgimii
A= {xeR|x2 +2x+1>0}

este mulfimea:

a. {-1}

b. {1}

c. R\{l}

d I

e. {-11}
Rezolvare.
Raéspuns corect a. Observam ca

A:{xeR‘(x+1)2 >0} =R\ {-1}.

Problema 5. Solutia inecuatiei:

este:
a. &

b. [-11]

c. (—oo,—l]u[l,oo)

d. [l,oo)

e. niciuna dintre variantele de rdspuns de mai sus nu este corecta
Rezolvare.
Réspuns corect c. Inecuatia se rescrie

2—3x2 <23
de unde c. este raspunsul corect.

Problema 6. Numarul maxim al termenilor din sirul
18,24,30,36,...
ce trebuie alesi in ordine astfel incat suma termenilor sa fie 798 este:
a. 14 termeni
b. 16 termeni
c. 13 termeni
d. 15 termeni
e. 17 termeni.
Rezolvare.
Réspuns corect a. Observam ca termenii din sir formeaza o progresie aritmetica cu ratia 6 .
Uzand de formula

Sn:§(2-18+(n—1)-6)

si punand conditia



g-[2~18+(n—1)-6]=798

se obtine concluzia ca exact 14 termeni din sir trebuie alesi. Numarul, este maxim deoarece se
incepe de la primul termen.

Problema 7. Fie f : R— R definitd prin
f(x)=x*+px—q.
Valorile parametrilor reali p, ¢ pentru care V(3,—3) este varful parabolei f sunt:
a. p=-6,qg=-6
b. p=-6,¢9g=6
c. p=6,g=-6
d.nuexistd p, geR astfel V' sa fie varful parabolei f
e. p=6,9=6
Rezolvare.
Raspuns corect a. Varful parabolei este V(—%,—ﬁ) . Ipoteza se reduce la determinarea p ,

g € R din sistemul

ce implica solutia

p=q=-6
Problema 8. Fie
3 21
A=|0 0 0|siP,(A)=det(4-AlL) pentru 1 eR.
1 2 3
Daca A,4,,4, € R sunt solutiile ecuatiei P, (/1)= 0 atunci
a. 4, =2,1,=0,4=4
b. 4, =-2,4,=0,4,=4
c. 4,=2,1,=0,4,=-4
d. 4, =-2,1,=0,4=-4
e. 4, =2,1,=0,4=3
Rezolvare.
Este evident ca
3-4 2
0 -1 0 |=-2+64-84
2 3-1
de unde
— X +64-81=0

are radacinile



A=2, 4,=0, A4, =4
care probeaza raspuns corect a.
Problema 9. Fie

R[X)={f : R>R f(X)=d X +d)d,d, e R}
Care afirmatie este adevarata:
a. Va,feR VP,QERI[X] are loc aP+,BQeR1[X]
b. Va,feR VP,QeR [X] areloc aP+p0 &R, [X]
. VP,0eR [X], 3a,feR astfelincat aP+ B0 ¢R [X]
d. Ja,feR astfelincat VP,QeR,[X], areloc aP+pQ¢ R [X]

e. niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corecta
Rezolvare.
Fie

(]

a,feR,P(X)=aX +beR [X],0(X)=cX +d eR [X]
Observam ca
aP(X)+ pO(X)= aaX +b)+ flcX +d)
= (aaX +ab)+(BcX + pd)
= (oa + fc) X +ab + pd
de unde concluzia ca propozitia este una adevarata in sens a.

Problema 10. Daca f : (0,00) > R este definita prin

f(x)zﬁe

—X

atunci ecuatia f(x)=1 are:
a. o0 unica solutie in intervalul (O,oo)
b. doua solutii in intervalul (0,00)
c. trei solutii in intervalul (0,00)
d. Axe (0,00) care sa verifice ecuatia

e. niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corecta
Rezolvare.

Observam ca

((3;222)3 e —1j = —3ﬁ(x4 +2x° +12x7 +30x +27)< 0 Vx & (0,),

adica functia derivata este strict descrescatoare. Calculul limitelor la capetele intervalului (0, o)
atrag raspuns corect a.



Model 4

Problema 1. Daca A={xeN[I<x<4}si B={3,4,56,7} atunci:

a. AnB={3,4}, 4\B={1,2}
b. AnB={3,4}, 4\B={3}
¢. AnB={xeN|I<x<7}, A\B=1{4,56,7}

d AnB={3,4, A\B={xeN[l<x<3}

e. niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corecta

Rezolvare.

Deoarece A={1,2,3,4} este evident ca raspunsul corect este a.

Problema 2. Daca

A={1,2,3,4}si B=1{3,4,5,6,7}
atunci sunt functii f : 4 — B urmatoarele relatii definite prin tabelul:

a.
X 1 2 3
fx) 3 4 5
b.
X 1 2 3 4 4
y=fx) 3 4 5 6 7
c.
X 1 2 3
y=f(x) 3 3
d.
X 1 2 2 3 4
y=fx) 7 4 3 5 6

e.nu exista functii f : 4> B

Rezolvare.

Raéspuns corect a. La punctul b. numarul 4 are doua valori din imagine fapt ce contravine
La punctul c. numarul 1 nu are corespondent in imagine, deci contravine
La punctul d. numarul 2 are doud valori din imagine fapt ce contravine

definitiei functiei.
definitiei functiei.

definitiei functiei. Definitia functiei atrage raspuns corect a.

Problema 3. Fie f : (0,0)—[0,00) definitd prin

Solutia ecuatiei f(x)=0 este:

a. x=1
b. x=e

f(x):e2lnx_2elnx+1.




c. x=2

d. xed

e. ecuatia nu are solutii numere reale
Rezolvare.
Réspuns corect a. Observam ca

S(6)=(em 1)

deunde " —1=0 implici Inx=0 cusolutia x=1.

Problema 4. Valorile lui x € R care verificd simultan inegalitatile

0<04-x<1
0<0.5-x<1
0<0.1+x<1
0<x<1
sunt
a. xe[0,0.4]
b.xemﬁj]
c. xe[0.1,0.4]
d. xe[0.1,0.5]
e. xe[0,0.9]
Rezolvare.
Rescriem sistemul de inecuatii
-04<-x<1+0.4
-0.5<—x<1+40.5
—-0.1<x<1+0.1
0<x<l1
sau, echivalent
-14<x<04
-1.5<x<0.5
-0.1<x<1.1
0<x<l1

de unde concluzia ca x [O, 0.4]. Raspuns corect a.

Problema 5. Solutia ecuatiei
log, (x* —6x+18)=2
este:

= o= R
I
EE N S S

x=5
ecuatia nu are solutii numere reale



Rezolvare.
Raéspuns corect a. Ecuatia se rescrie

x> —6x+18=x"
cusolutia x=3.Pentru x=3 inmodevident x* —6x+18>0.

Problema 6. Daca

311
D=-|1 3 1
4 2 1
atunci:
a. D=4
b. D=-4
c. D>4
d. D<4
e. niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corecta
Rezolvare.
Observam ca determinatul se poate dezvolta dupa linia doi
311
D=-1 3 1l=—(-4)=4
4 2 1

de unde concluzia ca a. este raspunsul corect.

Problema 7. Fie ne{23} si M, (R) multimea matricelor cu » linii §i n coloane de
elemente reale. Pentru 4 € M,(R) notim det(A)=| A |. Daci 4,,..., 4, € M,(R) sunt astfel incat

|4,|=i2" pentruorice ie{l,2,...,n} atunci:
A |4 A= 270
b |4 - A =An2™
C |Ay-e 4] = nmiN2""
d. |4 d|=n”

e. niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corecta
Rezolvare.

Folosim succesiv formula ‘AjAk‘ = ‘AjHAk| pentruorice 4,4, e M, (R), suma lui Gauss
1+2+3+m+nzzggﬂsim=b23nun
de unde concluzia ca a. este raspunsul corect.

Problema 8. Fie f : R — R definita prin

F(x)=x—6+6+/x".



Solutia ecuatiei f(x)=0 este:

a. x=3

b. x=-3

c. x=10

d. x=-10

e. ecuatia nu are solutii numere reale
Rezolvare.
Raéspuns corect a. Ecuatia se rescrie

x—6+1/6+|x| =0

ce are solutia x=3 .

Problema 9. Daci {a, }neN* este un sir de numere reale definit prin

a, = ln(l+lj+ln(l+lj+...+ln(l+lj
2 3 n

atunci
a. lima, =0

n—»0

b. lima, =—o0

n—0

c. lima, =0

n—0

d. #Alima,
e. {an }neN* este monoton descrescator
Rezolvare.
Rescriem a, astfel
a, = lné+lni+...+lnn—+1
2 3 n
(3 4  n+ lj
= ln —_———
23 n
_ ittt
2

si concluzia cd lima, =00 respectiv {a”} y €ste monoton crescator.
ne

n—0

Problema 10. Fie
R[X]={P : R—> R P(X)=aX +ba,beR}

si f: R[X]— R definita prin

F(P0)= [ (Pl0)- P(e)r
oricare ar fi P(X ) =aX +b e R[X]. Ecuatia
f(P(x))=0

este verificatd pentru



a. P(X)=a(X+1) unde aeR sau P(X)=b(2X +1) unde beR
b. P(X)=a(X-1) unde aeR sau P(X)=b(2X -1) unde beR

c. P(X)=a(-X+1) unde aeR sau P(X)=h(-2X +1) unde heR
d. singura functie P(X)e R, [X] care verifica ecuatia este P(X )=0

e. nuexisti P(X)=0 din R, [X ] care sd verifice ecuatia data

Rezolvare.
Pentru P(X)=aX +b integrala de calculat devine

F(P(X)= [ (at+b-a)ar :_%m

: : g . 1 L
iar ecuatia de rezolvat atrage doud cazuri b = Ea sau a = 2b, de unde concluziacd a este

raspunsul corect.



Model 5

Problema 1. Se considera (an) o progresie aritmetica de termenti strict pozitivi astfel incat

neN*

S,6=4S:3, unde S,= Zak . Daca T=M

, atunci:
k=1 3508
a) T=1;b) TZE; C) T=§; d) TZZ; e) T=2007.
2 5 8
Rezolvare.
Folosind formula
S — (al + an). n
! 2

din relatia
(a1 +a26)-26 _4 (a1 +a13)-13
2 2

se deduce
a, +a,, = 2(a1 +ay, )
Folosind formula
a,=a +(n—l)-r/n >1
in relatia anterioara, obtinem
a+a+25r=2-q +2~(a1 +12-r)
de unde
r=2-a.
In final

_2007-a, +a,+2005-r
- a,+2507-r
20074, +a, +2-2005-q,
- a,+2507-2-q,
2007 +1+2-2005
©1+42507-2

T

6
5

atrage raspuns corect c).

Problema 2. Dacid A={(x, y)eRxR | x*+y*-2xy=1, x+y+xy=5}si S= Z (x+y), atunci:
(x,y)eAd

a) S=-4; b) S=6; c¢) S=-14; d) S=-8; ¢) S=0.

Rezolvare.



Rescriem sistemul

(x=»)=1

xX+y+xy=5
iar din prima ecuatie distingem:
cazul 1:

x—y=l=>x=y+1
valoare care Tnlocuita in ecuatia 2 a sistemului
y+l+y+(y+1)-y=5y"+3y-4=0

obtinand solutiile

()= (2.1), (x,y)=(~3,-4)

cazul 2:
x=y-1

valoare care inlocuita in ecuatia 2 a sistemului
y=l+y+(y-1)-y=5y " +y-1=5

(x,)=(1,2), (x,y)=(-4,-3)

S=3-7+3-7=-8

obtinand solutiile

Réspunsul problemei este

adica d).

Problema 3. Valorile lui aeR astfel incat ecuatia: \/x +3-44x -1+ a\/x +3+44x —1=4sa
aiba solutie unica sunt:

a)ae®; b) ag[l, w); c) ae(-1, 1); d) ae(-1, 1]; e) a=1.

Rezolvare.
Punem conditia x—1>0 si rescriem ecuatia sub forma

Ko=) a2 -4

de unde

‘\/ﬁ—z‘ + a(\/ﬁ+ 2)= 4,
Distingem:
cazul 1:

Nx-1<2=x<5

iar in final x [1,5]. In acest caz, ecuatia devine

L-vx—1)+alx—1+2)=4
aVx=1+2)=x-1+2=a=I

de unde



si orice x €[1,5] verifica, deci nu convine cazul.

cazul 2:
Vx—-122=x25
iar in final xe [5,00). In acest caz, ecuatia devine

Jx—1-2+alJx—1+2)=4
(a+1)Vx-1=6-2a=a#-1

de unde

situatie in care

P 6-2a

a+l’
Trebuie ca
6~2a 20:>ae(—1,3]
a+1
iar
6-2a
xz[ j +lcuxe[5,00)
a+1
atrag

6-2a\’
+1>5=ae(-11]u(-o,-1)
a+l

Recapituland, a#1 din cazul 1 iar
ae(-1,3]siae(-1,1]u(-o0,~1)
din cazul 2, obtinem ca pentru orice a € (— 1, 1) ecuatia data are unica solutie

[6—2aj2
xX= +1
a+1

de unde raspunsul corect este c.

Problema 4. Daci n este numarul de solutii ale ecuatiei xlog, x + log; x = ﬁlnl, atunci:
n4 x

a) n=0; b) n=1; c¢) n=2; d) n=3; e) n=4.

Rezolvare.
Ecuatia
) 1 1
x-log, x+log; x=—In—
In4 x
se rescrie

Inx (Ilnx ? 1
x- + = (In1-Inx)
In2 \In2 In4

de unde



2
x.lnx Inx (lnx] 0.

+ +
In2 2-In2 In2
in final
Inx 1 Inx
— | x+—+—— (=0
In2 2 In2
de unde
Inx oo x=t,
In2
iar
1 Inx 1
X+—+—=0=>x=—
2 In2 2

caz in care am folosit X este strict crescatoare pentru x € (O,oo). Numarul de solutii al ecuatiei

date fiind 2 raspunsul corect este c.

11 1 -1
Problema 5. Fie matricele A=(1 J , B=( | lj' Daca A=det(A2024+B2024), atunci:

a) A=22%; b) A=1; ¢) A=0; d) A=2""%; &) A=2""2,
Rezolvare.

Se observa ca

2003 42023 2023 2023
2 2 -2 2

L (22023 22023J i B _ [ 92023 _ 22023J

de unde

22024 0
2024 2024 _
4 +B - ( 0 2024
iar
det(A2024 + 32024): 4048
de unde raspunsul corect este d).

ax+y+z=0
Problema 6. Fie sistemul liniar s x+ay+z=0, unde a este un parametru real. Dacd S este
x+y+az=0

suma valorilor parametrului a pentru care sistemul este compatibil simplu nedeterminat, atunci:
a) S=0; b) S=-2;¢) S=-1;d) S=1; e) S=2.

Rezolvare.
Determinantul, det(A ; ), al matricei sistemului este



a 1 1] |la+2 a+2 a+2 111
1 a 1= 1 a 1 |=(@+2)l a 1

1 a 1 1 a 1 1 a

= (a+2)(a® —2a+1)
Ecuatia
(a+2)(a*-2a+1)=0
are solutiile 1, 1, -2. Cum doar in cazul a=-2 rangul matricei sistemului este 2 iar numarul de
necunoscute al sistemului este 3 deducem ca sistemul este compatibil simplu nedeterminat iar
S=-2

atrage raspuns corect b).

[ 2
Problema 7. Daca L=1im LIO , atunci:

o 2x—1
a) L=0; b) L=1; ¢)L=-0,5; d) L=-1; e) L=0,5.

Rezolvare.
Observam ca

. X +10 . |x| JI+ 5
lim —— = lim -0,5
x—>-0 Dy —1] X—>—0 x(2 x) 2
de unde c¢) este raspusul corect.

Problema 8. Fie functia /:R—{-1} >R, f(x)= Ll Imaginea functiei f, Im £, este:
X+

a) Im /=R ;b) Im f =R—{-1}; ¢)Im /= R—{1};d) Im /' =(I,0); ¢) Im f =(-o0,1).

Rezolvare.
Observam ca
1

"X)=——>0
S (x+1)2>
lEEf(x)‘lEBx(H ) =1= lim /(x)
X X
lim——=o00, lim——=-w

lx+1 ol x+1
deunde Im f =R\ {1} conﬁrmé graficul functlel f



raspuns corect c.

Problema 9. Daca F : R — R, F(x)=(ax+b)e ",a,be R, este o primitiva a functiei f:R —> R
, f(x)=(x+1)e™, atunci A=a’ +b" este:

a) A=1; b) A=4; c)A=5; d) A=8; e) A=2.

Rezolvare.
Observam ca

I(x+ e “dx = I(x+ 1)(— e’“‘)’dx = (x+2)+C,CeR

deunde a=-1 si b=-2 atrag A=(-1f +(-2) =5 de unde c) este rispunsul corect.

2
Problema 10. Daca I= _[ |2x - 1|dx , unde prin |a| se noteazd modulul numarului real a, atunci:
0

a) [>6; b) I<1; c)le(1, 2); d) [e(2, 4); e) [e(4, 6).

Rezolvare.

Observam ca
1/2

1=[px-tlax=["px—tdv+ [ [x-lldx=["(1-2x)dv+] (2x-1)ax

S RS [ S ST (WY

22 4 4

_3_2_10_5
4 4 2

deunde 7=3e(2,4) iar raspunsul corect este d.



