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1 Clasa IX - Progresii, Functia de Gradul 1,

Numarare

Problema 1.1 Fie M = {zeR ||z —1|+|-x+3|=4} si S = > =x.

Atunci:

a) Se€0,1)
b) S ell,2),
c) S e (2,3];
d) S e (3,4];

)

xeM

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Analizidm cazurile care permit explicitarea modulelor

T | —00 1 3 00
|z — 1 —z+1 0 =z-1 2 z-1
|—z + 3] —z+3 2 —-z+3 0 z-3
|z — 1] 4 [—2 + 3] —2x+4 |( 2 1( 2x—4

Obtinem pentru

I) 2 € (—o0, 1] ecuatia devine -2z +4=4 = 2z =0 € (—o0,1];

IT) z € (1,3] ecuatia devine 2 =4 — z € &;

IIT) z € (3,00) ecuatia devine 2z —4 =4 = 22 =8 = x=4¢€ (3,00).
In concluzie M = {0,4} = S =0+4 =4 € (3,4]. Rispunsul corect este . 1

Problema 1.2 Daca

M:{(m,y)ERxR\\/§x+3y:7,x+\/§y:3\/§}

siS= > (2*+9?), atunci:
(z,y)eM
a) S = 10;
b) S =38;
c)S=9;
d)S=1;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem

V2r+3y=7 |
x+\/§y=3\ﬁ |

{ 22 + 32y = 7V2

3) —3r —3V2y = —-9v2 °

Rezultd ¢ = 2v2 §i v2-2v2+ 3y = 7, de unde y = 1. Atunci M = {(2\/5, 1)} si
S = (2\@)2 + 12 = 9. Rispunsul corect este . |
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Problema 1.3 Daca n este numarul de elemente al mulfimiz

r—m x—m-+1

M = {m € R | ecuatia
T

=2 nu are solugﬁie} ,

—1 r+1
atuncs:
a)n=0;
b)n=4;
c)n=2;
d)n=3;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Domeniul de existentd al ecuatiei este z € R\ {£1}. Ecuatia
se mai scrie:

—m)z+D)+x-—m+xz-1)=2z-1)(x+1)
P?+r-mr-m+zP—z-—mr+m+z—-1=22>-2 &< z-2mr=-1 < x(2m—-1)=1.

Daca 2m—1=0 < m = % ecuatia devine z - 0 = 1 imposibil = z € @ deci
s €M.
Daca 2m—1#0 <= m # § atunci = 5. Dar € R\ {£1} deci z = 51— este

solugie daca si numai dac 51— € R\ {£1} sau echivalent m € R\ {0,1}. Deci 0,1 € M.

In concluzie M = {3.0,1} si n = 3. Réspunsul corect este . |

Problema 1.4 Fie m € (0,00) si multimea

M_{xeR\{O,—lHx;m+x+m—l}.

Daca S = ) fn—2 atunci:
zeM
a) S e€l0,1);
b) S ell,2];
c) S € (2,3);
d) S €3,4);
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Pentru m € (0,00) si « € R\ {0, —1} ecuatia devine

x—m)(z+1D)+zx+m)=z(z+1) <

P24rr—mr—m+2+mr=2l+z =
22 =m <= T1,2 = £y/m.

Atunci 215 = £y/m € R\ {0, -1}, Vm € (0,00). Deci M = {£y/m} si =242 =2 ¢
[1,2]. R&spunsul corect este . 1



Problema 1.5 Daca M este multimea valorilor functiei

FORN{1} SR () =
atunci:
a) MU{1,2} =R;
b) M =R;
c) MNZ =17
d) M DO N;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Determindm m € R pentru care 3z € R\ {1} asfel incat

fx)=m:

f@=m <= H=m<= z+l=mz-m <<= (m-lz=m+1 <
(=2 meRr\{1}
T ED ,m=1 '

In concluzie M = R\ {1}. Réspunsul corect este . 1

Problema 1.6 Fie (b,),., o progresie aritmeticd strict crescatoare astfel
incat avem bs +bg = 44 s1 by, b3, by sunt termenii consecutivi ai unei progresii

11
geometrice. Daca S = ) by atunci:
k=1
a) S =302;
b) S =201;
c) S =203;
d) S =264;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. (bn)n>1 progresie aritmetica strict crescatoare daca b, =
b+ (n—1)r,Vn>=1cur>0. Atunci

bs = by +4r
bg = by + 5r
bs =b1 + 2r
bs +bg =44 \ by =b1 +8r 2y + 9r = 44 2y 4 9r = 44
2 — 2 2 _ 12 >
b3:b1'b9 b1—|—4b17“—|-47’ =b1+8b17‘ 4r(r7b1):0:>r:b1

— r=b=3=4 = b,=44+(n—-1)-4=4n,Vn > 1.

Rezulta S = (b1+b2“)'11 = (4+424)‘11 = 48;1 =24 -11 = 264. Raspunsul corect este . ]



Problema 1.7 Se considerd (a,),, oy 0 progresie aritmetica astfel incdt Soq =

n
4513, unde S, = Y. ag. Daca T = W, atunci:
k=1

a) T =1;
b)T: %;
c) T = %;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem

Sos=4- 813 == (U020 _ 4y (@raa)l3 oy 90, 4 957 = 2(2a1 + 127) = 2a; =7

a2006 = a1 + 20057 = a1 + 2005 - 2a; = 4011a,
a2508 = a1 + 25071 = a1 + 2507 - 2a; = 5015a;

5 _ (2007+4011)a; _ 6018 _ 61003 _ 6 Ty
Rezulta T' = “S0i5a; . = 3015 — 51003 — 3 Raspunsul corect este |c¢) | 1

de unde avem {

Problema 1.8 Daca (x,,), .- €Ste 0 progresie geometrica si notam u = y,
v=x, W=, cukl,meN*ar

P = ul—m X Um—k . U}k_l,

atunci:

a) P=1;

b) P=0;

c) Pe(0,1);

d) P>1;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. (z,),cy. progresie geometrica daca si numai daca z, =
x1-q"1, Vn € N*. Atunci

P = xllim . q(lfm)(kfl) . x’;nik . q(mfk)(lfl) . (Ellcil . q(kil)(mfl)

— xl17m+mfk+k7l . qlk—l—mk+m+ml—m—kl+k+km—k—lm+l — .’IJ? . qO =1

deoarece u = 1 - ¢* 1, v =21 - ¢!, w = z1 - ¢~ '. Réspunsul corect este . ]

Problema 1.9 Flie x,y, z trei numere reale astfel incat: x,y, z sunt termenii
consecutivi ai unei progresii aritmetice de ratie v > 0 st x,y + 2,z + 20
sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice de ratie (r + 3). Daca
— Yy -
T = % + 2+ 2, atunci:
a) T € (1,2];



b) T € (5,6];
c) T € (3,4];
d)T € (4,5];
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Daca x,y, z termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice
y=x+r (1) . . L .
c— w2 (2) Daca x,y + 2,z + 20 termenii consecutivi ai unei
y+2=z(r+3) (3)

24+20==z(r+3)* (4)

de ratie r, atunci {

progresii geometrice de ratie (r + 3), atunci { . Folosind relatiile

(1) si (2), ecuatiile (3) si (4) devin:

r+r+2=xr+3z axr+2x—r—2=0(5)
42r+20=z (r*+6r+9) xr? 4+ 627 + 8z — 2r — 20 = 0 (6)

Dar (5) <= z(r+2)—(r+2)=0 < (z—-1)(r+2)=0. Cumr >0 = x—1=
0= =1
Astfel, (6) devine r2 +6r —2r — 12 =0 <= r? +4r — 12 = 0 cu solutiile

r1 = —6 care nu convine pentru ca r > 0
ro=2>0= r=2 = y=3gi2=5

Rezultd T'= £ + 2 + 2 = 32 ¢ (5,6]. Réaspunsul corect este . 1
Problema 1.10 Fie m numarul de elemente al mulfimi

M= {neN | ngig”:%},

atunci:
a) m=3;
b) m=0;
c)m=1;
d)m=2;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Cum n € N raméane de impus urméitoarea conditie de
existenta

3In+4>2n24+n+2 — n2-n-2<0
— ne[l-v31+V3].

Rezulta n € {0,1, 2}.

Daca n = 0 avem C;,‘ZIEH =C% =6 # 35.

Daca n =1 avem C’g‘jif” = (% = 35, deci n = 1 este solutje.

Daci n = 2 avem Cj., 17+% = OF) = 45 # 35.

In concluzie M = {1} si m = 1. Réspunsul corect este . 1
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Problem& 1.11 Fie M = {z € N| C¥f} =342, .}, atunci:
a) M =o;
b) M C (2,5];
c) M C (5,10];
d) M C|0,2];
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Pentru z € N ecuatia devine

(;g;ﬁ! = 3§§j§§§ — (z+6)(z+7)=3-24

= 22+ 132+42-72=0 < 22+ 13z -30=0,

iar solutiile sunt x; 9 = %ﬂ? (A = 1694120 = 289). Obtinem x; = 2 € N| care convine,
si x2 = —15 ¢ N, care nu convine. Obtinem M = {2}. Réspunsul corect este . 1



2 Clasa IX - Functia de Gradul 2

Problema 2.1 Fie xy,x5 € R solutiile ecuatier % — ﬁ—fg =2. DacalT =
22 + 23, atunci:

a) T = 44;

b) T = 28;

c) T =13;

d) T = 36;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Pentru z € R\ {—1, 2} ecuatia datd devine:
2z-1)(z—-2)—(z+2)(z+1)=2(z+1)(z—2)
= 22 -5 +2—-22-3r—-2=222-20 — 4 —
= 22 -8r=-20—4 < 22+62—4=0.
Ecuatia are doua radacini reale 1 2 € R deoarece A = 36 4+ 16 = 52 > 0. Daca folosim

b

S=a14a=-2=-6
P:$1$2:§:—4

atunci T = 2% + 23 = 5% — 2P = 36 — 2(—4) = 36 + 8 = 44. Raspunsul corect este . 1

Problema 2.2 Fie n numarul de elemente al multimai

M:{xER\{l}Hx—2|+M:2},

x—1
atunci:
a)n=1;
b)n=4;
c)n=3;
d)n=2;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Ecuatia se mai poate scrie |z —2|(x —1) + 2|z —2| =
2 (x — 1) sau echivalent | — 2| (x + 1) = 2 (z — 1). Daca:
I) z € (—00,2) \ {1} ecuatia devine

(—z+2)(z+1)=2(x—-1) &= -2’ +2+2-22+2=0 <
z? + 2 — 4 = 0 de unde rezultd x5 = %ﬁ € (—00,2)\ {1};

x2+$—4:06u171,2:%m6(—00a2)\{1}§



IT) z € [2,00) ecuatia devine succesiv
(r—2)(z+1)=2(z-1) <= 22—2-2-22+2=0

2 o o T3 =3 € [2, OO)
T 3x = 0 de unde rezulta { 24— 04¢ [2,00)

In concluzie M = {3, %‘/ﬁ} iar n = 3. Raspunsul corect este . ]

Problemi 2.3 Daci A= {(xv,y) ERxR|2?+y*>—2zy=1, x+y+azy=>5}
siS= > (x+y), atunci:

(z,y)€A
a) S =—4;
b) S = 6:
c) S=—14;
d) S =-8;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
22 +y?—22y=1

Raspuns si rezolvare. Notam = +y = s §i xy = p. Sistemul { vty+ay=5

2_4p:

. s
devine { s4p=5
§1=—Tgisy=3.

1 . BEcuatia s2 —4(5—s) = 1 <= s%+4s— 21 = 0 are solutiile

Cazul 1. Pentru { °' T solutiile sistemului Ty =—T sunt solutiile ecuatiei
p1 =12 xy =12
t2 + 7t + 12 = 0 (ecuatia t> — st +p = 0). Obtinem ¢; = —3 si t; = —4, de unde
() € {(=3,~4), (—4, ~3)}.
Cazul 2. Pentru { 52 7= solutiile sistemului { rty=3 sunt solutii ale ecuatiei
p2 =2 xy =2

t2 — 3t +2 = 0. Obtinem t; = 1 i to = 2, de unde (z,y) € {(1,2),(2,1)}.

In concluzie A = {(1,2),(2,1),(=3,—4), (=4, -3)} i S = (14+2) + (2+ 1) + (=3) +
(—4) + (—4) + (—3) = —8. Raspunsul corect este . 1
Problema 2.4 Fie M multimea maxima pe care functia

f R—TR, f(r)=22" -3z +2

este strict crescatoare, atunci:

a) MNN=N;
b) MUN =Z*;
¢) MNZ=N";
d) M =o;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.



Raspuns si rezolvare. Cum a = 2 > 0, functia f este strict crescatoare pe M =

[, 00) unde z,, = ;—f = %, deci M = [%,oo). Atunci

MNN=N"#N, MUN#Z*si MNZ = N*.

Raspunsul corect este . ]

Problema 2.5 Fie M multimea valorilor functiei

z+1
f'RHR’f(@_x?—i-x—i-l’
atunci:
a) MNZ=o;
b) MNZ={0};
¢) M C(-1,1];
d) M =R;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Determindm m € R pentru care 3x € R\ {1} asfel incét

flz)=m:

fx)=m <<= 121'211 =m < z+1=ma?+mx+m

< maz’+(m-1)z+m—-1=0.

m este o valoarea a lui f dacd gi numai daca ecuatia are radacini reale sau echiva-
lent A > 0. Rezulti m € M = [~1.1], deoarece A = (m—1)> — 4m(m—1) =
(m—1)(m—1-—4m) = (m —1)(=3m — 1). Singura relatie adevarata este M C (—1,1]
(MNZ={0,1} = a), b) false). R&spunsul corect este . 1

Problema 2.6 Fie multimile

A={reR |22 -2z —-1=0} s
B={zeR|z*—mx+m—1=0},

unde m este un parametru real st M multimea valorilor lur m pentru care
AN B are doua elemente. Atunci:

a) M =o;

b) MNZ =o;
c) M =R;

d) MU{l} CN;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
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Raspuns si rezolvare. Solutiile ecuatiei 222—x—1 = 0sunt x; = 1,25 = f%. Atunci
A= {17 —%} AN B are doua elemente daca si numai daca 1, —% € B. Suntem condusi la

l-m+m—-1=0 sau echivalent meR Deci, pentru m = 1. avem
t+im+m—-1=0 m=1" » P =

2
A=B-= {1,—%} si ANB = {1,—%}. In concluzie M = {%} Raspunsul corect este
o

Problema 2.7 Fie M mulfimea valorilor parametrului real m pentru care
multimea AN(0, 00) are doud elemente distincte, unde A = {x € R | 2> — mz +m — 1 = 0}.
Atunci:

a) MU{2,3,4} = (1,00);

b) M NN = N*;

c) M = (0,00);

d) M > [1,2];

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

sistemul {

Raspuns si rezolvare. Se poate observa direct ¢ A = {1,m —1}. AN (0,00) are

doud elemente distincte <= Z B } ;(1) <~ m € (1,00)\ {2}. Concluziondm
cd M = (1,2) U (2,00). Singura relatie adevaratd este M U {2,3,4} = (1,00) (M N

N ={3,4,5,...} # N* = D) false). Rispunsul corect este . |

Problema 2.8 Fie M multimea valorilor parametrului real m pentru care
graficul functiet

f R—R, f(x)=32>-2(m—1)x+m(m—3)

intersecteaza axa Oz in doud puncte distincte. Dacd se noteaza cu |A|
numarul de elemente ale mulfimii A (cardinalul lui A), atunci:

a) [IMNN|=3;
b) |MNN| = 4;
c) M =o;

d) M AN| = 0;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Conditia din enunt este echivalenta cu A > 0.

A =4(m—1)°—4-3m(m—3)=4(m>—2m+1—3m>+9m)
=4(-2m*+7Tm+1).

Rezulta m € M = (LT\/E, HT\/W) Deoarece 7,5 < v/57 < 7,6 avem

—0,15 = 1210 « T=5T o ToT5 o 12
3,62 < 7+47,5 < 7+Z/ﬁ < 7+47,6 — 3,65

11



In concluzie M NN = {0,1,2,3}, |M NN| = 4 si deci raspunsul corect este . 1

Problema 2.9 Fie M multimea valorilor parametrului m € R\ {1} pentru
care varful parabolei asociate functiei

f R—R f@)=(m-D22+2(m+2)z+ (m+2)

este situat sub axa Ox, atunci:
a) MU{-2,-1,0,1} D Z;
b) M DZ;
c) MU{l} D N;
d) MU{-1,0,1} D Z;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Varful parabolei V (zy,yy) este situat sub axa Oz dacad
yy < 0. Deoarece

A =2m+2)P-4(m+2)(m—1)=4(m~+2)°—4(m+2)(m—1)
=4(m+2)(m+2—m+1)=12(m+2)
avem yy = % = % = 73%. Din tabelul de semn
m -2 1
m+2| - 0 + +
m—11|— - 0 +
2T+ 0 - | +

deducem cd yy < 0 este echivalentd cu 242 > 0 cu solutia m € M = (—o0, —2) U (1, 00).

-1
Raspunsul corect este . ]

Problema 2.10 Fie M multimea valorilor parametrului real m cu propri-
etatea ca functia

fiR—R, f(z)=(m"=3m+2)z+2

este strict descrescdatoare. Atunci:
a) MNZ={1,2};

b) MNN = &;
c)MNZ={1};
d) M =@2.;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. f este strict descrescatoare <= (m2 —3m + 2) <0 <=
m € M = (1,2). Raspunsul corect este . 1
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Problema 2.11 Fie multimea

M={meR\{1}|(m—-1)2*>+(m—3)x+ (m—2) >0,Vz € R}.

Atunci:
a) M =o;
b) MNN =N;

c) MNI0,3] =o;
d) M NJ[0,3] # 9;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Afirmatia
(m—1a*+(m—-3)z+(m—-2)>0,YVz R

<. N . o A<O
este plasata in contextul a = m — 1 # 0, context in care este echivalenta cu { “ ><O sau

prin explicitare

{ —3m?+6m+1<0 — { m € (—oo, 3_3‘/5) U (3*'?)*/5,00)

m—1>0 m € (1,00)

Rezultda m € M = (&3‘/5,00). Deoarece 1,7 < V3 < 1.8 avem 2,1 < 2£2LT < 73-’1—3\/5 <

w = 2,2. Deducem ca raspunsul corect este: . 1
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3 Clasa X - Radicali

Problema 3.1 Daca n este numarul de elemente al multimii

A={zeR|V2r —1—-Vz—1=+2z-9},

atunci:
a)n=0;
b)n=1;
c)n=2;
d)n=3;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. In prima etapa determinam domeniul D impus de conditiile
de existenta ale ecuatiei:

20— 120 9
r—12>0 @)xED:[yoo).
20 —9 >0

In a doua etapa rezolvam ecuatia. Ecuatia se mai poate scrie

\/Qxflzx/:rflJr\/Qfo,

cu ambii membri mai mari sau egali cu zero. Ridicand la patrat obtinem

2e—1=2—-142—-9+2y/(z—-1)(22-9) <= 2y/(x—1)(2z-9) =9 —z.

Se impune cu necesitate conditia de compatibilitate 9 —x > 0 < z € (—00,9]. Cum
x € Drezulta x € Dy = [%, 9]. Pentru x € D; obtinem printr-o noua ridicare la patrat
4(z—1)22-9)=(9—=2)° <= 822 — 44z + 36 = 81 — 18z + 22
— T2? - 262 —45=10

cu solutiile z1 2 = 267%244 (A = 676 + 1260 = 442). Obtinem x; = 5 € Dy, care convine, si

Tog = —% ¢ D1, care nu convine.
In concluzie A = {5} si n = 1. Réspunsul corect este . 1

Problema 3.2 Daca A este multimea solutiilor ecuatiei —“ﬁt:?_? =1
atunci:

a) ANZ = o;

b) AN [2,00) # @;

c) AN (—oo7 %} #0;

d) A=g;
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e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. In prima etapa determinam domeniul D impus de conditiile
de existenta ale ecuatiei:

—2?2+3z-2>0 3
{ % —3 40 <:>a:eD_[1,2]\{2}.

In a doua etapa rezolvam ecuatia. Ecuatia se mai poate scrie

V—x2 43z —-2=2x—3.

Se impune cu necesitate conditia de compatibilitate 2z —3 > 0 <— z € [%, oo). Cum
x € Drezultax € D, = (2, ] Pentru x € D; obtinem printr-o noua ridicare la patrat

—2243x—-2=422-122+9 <= 522 —152+11=0

15if =225 —20- 11 = 225 — 220 = 5). Deoarece 2,2 < /5 < 2,3

cu solutiile z1 2 (A
{ 127_15 23<15IO\/5<15 22<128

avem

10
1,72 < 15+22 < 15;r0\/5 15+23 — 1,73

Obtinem x1 = E
In concluzie A {

, care convine, §i xg = 15 f ¢ Dy, care nu convine.

} Raspunsul corect este ]
Problema 3.3 Daca A = {x €ll,o0) | Vo —2vr—1=2z— 1}, atunci:

a) AC[-1,0];
b) AC(1,2];
c) AC(2,3];
d) AcC(0,1];

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Rispuns si rezolvare. In prima etapi determinim domeniul D impus de conditiile
de existenta si compatibilitate ale ecuatiei:

r—12>0 .
{230_120 «— ze€D=]1,0).

2
Am observat cd z —2v/z — 1= (Va—1-1)" > 0.
In a doua etapi rezolvim ecuatia. Pe baza observatiei ecuatia devine

B Ve—1—-1=2z—-1 |z €[2,00)
Ve-I-1|=22-1 « { Vr—I+1=220-1 ,ze[l,2)

Pentru z € [1,2) ecuatia v/x — 1 = 2 — 2z cere cu necesitate 2 — 2x > 0 < x €
(—00,1]. Cum z € [1,2), rezultd & = 1, care verifica ecuatia, deci = 1 solutie.
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Pentru x € [2,00) ecuatia vz — 1 = 2z cere cu necesitate 2z > 0 <= =z € [0,00).
Rezulta x € [2,00) si 2 — 1 = 422, Ecuatia 422 — 2 + 1 = 0 nu are solutii reale, deoarece
A=1-16<0.

In concluzie A = {1}. Rédspunsul corect este . 1

Problema 3.4 Dacd S = {x ER|V3—ao+Vr—2= 1}, atunci:
a) S C[2,4];
b) S Cl0,2];
c) SNZ =@,
d) S C[3,5];
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Ecuatia se scrie

(VB=2+¢2-2)"=1 = 3-2+3YB-0)@—-2)(B-a+Vz-2)+x—-2=1
— 3{/B—-x)(z—-2)-1=0

< x; =3 sau ry = 2.

In concluzie S = {2,3}. Rispunsul corect este . 1

Problem# 3.5 Daci M = {z € R| |z —2 = 3| =7 -z}, atunci:
a) M C (2,5;5);
b) M C (4,9);
c) M C (2;6,1);
d) M =o;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. In prima etapa determindm domeniul D impus de conditiile
de existenta ale ecuatiei:

— ze€D=][2,7].

x—220
T—xz>0

In a doua etapa rezolvam ecuatia. Avem

[ Vx—2-3 , « € [11,00)
|Vx_2_3|_{ VT =243 , ze(211)

Pentru x € [2,7] ecuatia devine:
3—Ve-2=Vi—-z <= Vi—-z+Vr—2=3
si ridicand la patrat se obtine

T—x+x—-2+2/(7T—2)(x—2)=9 2/ (7T—z)(x—2)=4
(7T—z)(z—2)=2

(7T—2)(z—-2)=4

—22 492 —14=4

2 -9z +18=0.

rreet
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Rédacinile ecuatiei sunt 1 =6 € [2,7] si x2 =3 € [2,7].

In concluzie M = {3,6}. Rispunsul corect este . 1

Problema 3.6 Flie ecuatia: (%) \/ZB +3+4vx — 1+a\/x +3 -4V —1=
4 s1

A ={a € R\ {1} | ecuatia () are cel putin doua solutii distincte} .

Dacd S = Y. o?, atunci:
acA
a) S =4;
b) S >2;
c)S e (%,e) ;
d) S e (0,1);
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. In prima etapa determinam domeniul D impus de conditiile
de existenta ale ecuatiei (x):

=120 < ze€D=][1,00).

Am observat cd z4+3+4vz — 1= (Vo — 1+ 2) >0siz+3—4vVoz—1= (Vo —1- 2)
0.
In a doua etapi rezolvim ecuatia (\/x -1+ 2) +a« |\/x -1- 2‘ =4. Avem

. vVe—1-—2 ,Vr—1—-220giz—-120
|V$_1_2|_{—\/x—1—|—2 WVT—1-2<0siz—1>0

I) Pentru z € [1,5) ecuatia devine

Ve—14+2-a(Vz—-1-2)=4 < Va—1(1— a—2—2a
= (Vo-1- 2)1—a

cu discutia urmatoare:

I.1 o =1 implicd orice x € [1,5) e solutie;
1.2 a# 1implicd vz —1=2 < z=5¢][1,5).

IT) Pentru x € [5,00) ecuatia devine

\/x—1+2+a(\/x—172):4

cu discutia urmatoare:

II.1 o = —1 implica orice x € [5,00) e solutie;
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II.2 a# —1implich Vo — 1 =2 <= z =5 € [5,0).

pentru o = 1 am obtinut x € [1, 5] R
Rezumand, pentru o = —1 am obtinut x € [5,00) . In concluzie A =
pentru @ € R\ {1,—1} am obtinut x =5

{—1,1} si S = 2. Réspunsul corect este . 1

Problema 3.7 Fie multimea

A:{a€R|\/x+3—4\/x—1+a\/x—|—3—4\/x—1:4 are solutie um’cd},

atunci:
a) A= g;
b) AN (1,6) # @;
c) AN(1,2) # @;
d) A={1};
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. In prima etapa determinam domeniul D impus de conditiile
de existenta ale ecuatiei:

zr—120 < ze€D=][1,).

Am observat cd z+3+4vz — 1= (Vo — 1+ 2)2 >0giz4+3-4ve —1= (Vo —1- 2)2 >
0.
In a doua etapi rezolvim ecuatia ‘\/x —1- 2’ +a (\/x -1+ 2) =4. Avem

_ Vr—1-2 , « € [5,00)
|W—2|—{ —Vr—1+2 ,z€ell,5b)

Cazul I: Pentru = € [1,5) ecuatia devine

—Vr—1+2+av/zr—142a=4 <<= (a—1)vz—1+2(a—1)=0
1)

!

cu discutia urmatoare:
I.1 « =1 implicd orice z € [1,5) e solutie;
I2 a# 1implica Ve —1=-2 < z€@.

Cazul II: Pentru z € [5, 00) ecuatia devine

Ver—1-24avz—14+2a=4 < (a+1)vVx—1=6-2aq,

cu discutia urmatoare:
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II.1 a = —1 implica x € &;

I1.2 o # —1 implica vz — 1 = =22 ccuatie ce are solutie unica daca =2¢ > 0. Din

a+1"’
tabelul de semn

a -1 3
6—2a | + + 0 -
a+1| - 0 + +
- 1+ 0 -

deducem ci a € (—1,3]. Cénd a € (—1, 3] se impune ca z = (

a+1

2
©20)" 4 1€ [5,00).

2
Conditia (6*2“) > 4 este echivalent cu 8222 < —2 sau 8=22 > 2.

a+1 a+1 a+1
Pentru 66;21“ < —2 obtinem echivalent
6—2a 6—2a+2a+2
ari 7250 a1 S0 = 55 <0

<= a € (—o0,—1).

Dar a € (—1, 3] si, in consecintd, a € &.
—2a

Pentru 6a +21 > 2 obtinem echivalent

6—2a _ 2> 0 A 6—2a—2a—2 >0 < 4—4a >0

a+1 a+1 a+1
<= a€(-1,1].
Dar a € (—1,3] i, in consecintd, a € (—1,1].
pentru a =1 am obtinut z € [1, 5]
2
Rezumand, pentrua € (—1,1) am obginut z = (6“121(1) R concluzie
pentru o = —1 am obtinut z € @

pentru o € R\ {1,—1} am obtinut x € @

A = (—1,1). Rispunsul corect este . 1
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4 Clasa X - Functii Exponentiale si Logarit-
mice
Problema 4.1 Daca n este numarul de elemente al multimii

M:{x€R|2(\/5—1>x—3<\/§+1)x:—1},

atunci:
a)n=0;
b)n=1;
c)n=2;
d)n=3;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Réaspuns si rezolvare. Se observi ci (v2— l)x (V2 + l)x = 1 i notand t =
(\@Jr 1)$ > 0, pentru x € R, avem (\@ — 1)I = %, deci ecuatia devine
2 2
Eth:fl — " —-t-2=0

cu solutiile ¢ 0 = 1%5 (A = 1424 = 25). Obtinem ¢; = 1 > 0, care convine, si

to = —% < 0, care nu convine. Pentru t = 1 avem (\@—I— l)x = 1 cu solutia unica x = 0.
Obtinem M = {0} si n = 1. R&spunsul corect este . ]

Problema 4.2 Daca M = {x ER|2v27 — V2= = 1}, atunci:

a) M C (—1,1);

b) M C (1,3);

c) M =g;

d) MNZ=o;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Rispuns si rezolvare. Ecuatia se poate scrie echivalent 2v/2%¢ — \/% = 1. Notam
V2% =t > 0, pentru = € R, si ecuatia devine

2t—%:1 = 27 —t—-1=0

cu solutiile ¢ o = %3 (A =1+8=09). Obtinem ¢; =1 > 0, care convine, gi ty = f% <0,

care nu convine. Pentru ¢ = 1 avem /2% = 1 cu solutia unica = 0. Obtinem M = {0}.

Raspunsul corect este . ]
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Problema 4.3 Fie A = {;1: € R|2Ve—t 4 3vai—l pqvai=3u+2 3} $i.S suma

patratelor elementelor mulfimii A, atunci:

a) S=1;
b) S =5;
c)S=0;
d) S =4;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. In prima etapa determinam domeniul D impus de conditiile
de existenta ale ecuatiei:

z—1>0 x € [1,00)
22-12>0 <~ ({ z€(—00,—-1] U1, 00)
22 —-3x+2>0 x € (—00,1|U[2,00)

Retinem ca z € D = {1} U [2,00).
Ina doua etapa rezolvam ecuatia. Cum v/z >0, V22 —1>0, V22 -3z+2>0,
avem 2VZ—T > 1 3Vei-l > 1 gj 4Vat—du42 5 Egahtatea are loc daci si numai dac

2ve-l =1
3vertl =
AVT*—3x+2 _ |

Unica solutie este x =1 € D.
In concluzie A = {1} si S = 12 = 1. Réspunsul corect este . 1

Problema 4.4 Fie E(x,m)=4"+ (m+1)-2*4+m+2 gi
M={meR|E(x,m)>0V xecR}.

Atunci:
a) M = [~1,00);
b) M = (1— v, 00);
c) M= (1-2v2,1+2v2);
d) M = (1+2v2,00);
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Notdm ¢t = 2 > 0 pentru # € R. Inecuatia F (x,m) > 0,
Vz € R este echivalenta cu

2+ (m+1)t+m+2>0,Vt>0.
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Distingem, folosind interpretarea grafica a functiei de gradul al Il-lea, doar doua posibile
cazuri in analiza:

>0 a>0
Cazul 1 { A <0 Cazul 2 A>0
t1,62 <0
(in acest caz Gy este situat deasupra axei Ox) (in acest caz Gy intersecteaza axa Ox

in cel putin un punct, dar in puncte
cu abscisa mai mica sau egald cu 0)

Cazul 1: Avem A = (m + 1)2 —4m — 8 = m? — 2m — T si conditiele devin

1>0
{mQ—Zm—7<O<:>me(1—2ﬂ,1+2ﬁ)

Retinem ca m € (1 —2v2,1+ 2\/5)

t1 <0
ta <0
care, folosind relatiile lui Vieté, conditile devin

t1 +t2 <0

toty >0 , caz In

Cazul 2: Tinem cont ca au loc daca gi numai daca {

1>0

m? —2m—7>0<=me (—oo,1 —2V2] U[1+2v?2,00)
—(m+1)<0<=me[-1,0
m+2>20<me[-2,00)

Retinem ca m € [1 + 2\/?, oo).
In concluzie, reunind solutiile celor doua cazuri, deducem M = (1 —2V/2, oo). Raspunsul

corect este . 1

Problema 4.5 Daca a =1g5, b =1g3 51 T' = logy, 8, atunci:

a) T = 7%

7= o,

c) T = bi—“a;

d) T = 3(bl+_1a) 3

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Avem T = llgg—g% = lgngrgngIO = 3;’?570 = 3(e ii_llg 5) = 3(b1+—1a)_

Raspunsul corect este . 1

Problema 4.6 Fie M = {x € (2,00) | 210822 4 3 (z — 28" = 4x3}, atunci:

a) M C (2,5);
b) M C (5,9);
c) M C (9,11);
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d) M C (11,15);
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Ecuatia poate fi scrisi doar pentru x € (2,00), caz in care
ea devine

wlog2(v=2) 4 3gloga(#=2) — 43 = 4g1082(2=2) — 43% «—— log, (z —2) =3
= 1-2=2 &= r=10€ (2,00).

In concluzie M = {10}. Réspunsul corect este . 1

Problema 4.7 Daca n este numarul de solufii ale ecuatier

rlog, x + logi x = ﬁlﬂé,
atunci:
a)n=1;
b)n=2;
c)n=3;
d)n=0;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Conditia de existenta este x > 0, sau echivalent © € D =
(0,00). In acest caz ecuatia se mai poate scrie

xlog2x+log3leog4% <:>arlog2x+log§x+%log2x20
< logyz (z+logyz+ 3) = 0.

Functia f: (0,00) — R, f (z) = x +log, m—i—% este strict crescatoare, gi In consecinta
ecuatia f (z) = 0 are cel mult o solutie. Observim c& = = % > 0 e solutie a ecuatiei si, ca
urmare a observatiei precedente, este unica solutie. Ecuatia log, x = 0 are ca solutie pe
r=1>0.

In concluzie ecuatia datd are doud solutii (z € {%, 1}) si m = 2. Raspunsul corect este
o

Problema 4.8 Daca S este multimea solutitlor ecuatiei

logs, 15 (9x2 + 8z + 8) =2,

atunci:
a) S C(0,1);
b) S C (1,2);
c)S C(2,3);
d) S c (~1,0);
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e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. In prima etapa determinidm domeniul D impus de conditiile
de existenta ale ecuatiei:

922 + 8z +8 >0 rER(A=64—-4-9-8<0 = 92?2 +8x+8 >0, Vx € R)
3r+5>0 = xe(—— 0)

Retinemcaz € D = (—%,oo) AN {—7
In a doua etapa rezolvam ecuatia. Obtinem echivalent

922 4+ 8z +8 = (3z +5)° <= 922+ 8z + 8 = 9z% 4 30z + 25
— 22z =-17
— x———GD

In concluzie S = {—%} Raspunsul corect este . ]

Problema 4.9 Daca A este multimea solutiilor ecuatier logsx =

Bi
8
il

. z 3
atunci:

a) A C (10,100);,
b) A C (100,800);
c) AC(0,1);

d) AC (1, 10);

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. In prima etapa determinam domeniul D impus de conditiile
de existenta ale ecuatiei:

x>0

e (0,
?>0 = ;;«é(l )
x#1

31‘ 3ZE
og. %2 2 w#27 (log, ¥2=0 = Y =1 = Jr=3 = z=27)
Tz 3

Retinem ca » € D = (0,00) \ {1,27}.
In a doua etapa rezolvam ecuatia. Obtinem echivalent

1og3x-1og$?:1 < log, ‘f—l <= logs ¢/ —logs3 =1

— 1log3x—2 < log;z =6
— 33236:33-33:27-27:7296D.
In concluzie A = {729}. Rispunsul corect este . 1
Problema 4.10 Fie

A= {(x,y) ER xR | 9827 4 2yl82¥ — 90 2log2z — 3logly = 5}

24



siS= Y. (x+vy). Atunci:

(z,y)eA
a) S=2;
b) S =6;
c)S=2;
d) S=238;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Conditiile de existenta sunt =,y > 0. Notam ¢ = log, x € R,
u = log, y € R si sistemul de ecuatii ce-1 definesc pe A devine
t t m t2 u2
(29 +2(29)" = 20 2t 4 2.9 = 90
212 _ 3,2 — 5 O\ g2 o s
2
w2 )
Obtinem ecuatia 275 4 2.9 = 20, sau echivalent 287 .25 4 2.927 = 20, daca
z=u? € [0,00).
Functia f : [0,00) — R, f(2) = 4y/2 - 237 4+ 2. 2% este strict crescitoare, si in

consecintd ecuatia f (z) = 20 are cel mult o solutie. Observim ci z = 1 > 0 e solutie a
ecuatiei si, ca urmare a observatiei precedente, este unica solutie. Ca o consecinta, avem

u=1
t? =4

up =1 . logyy =1 . o[ x=22=4
Pentru { t =2 sistemul { log, « are solutia unica y—2l—=9 "

up = : log,y =1 . [x=22=1
Pentru { ty = —2 sistemul { log, # = —2 are solutia unica =2l =9

Uy = — ) log,y = . o[ z=22=14
Pentru sistemul are solutia unica 11 -

1 =2 logy z = y=2""=3
Pentr U2 = istemul logy re solutia unica 1::2*2:%
entru ¢ 7 o sistemu logy 2 = —2 are solutia unica y=21=1
In concluzie A = {(472),(%,2),(4,%),(%,%)} §iS:6+i+2+4+%+%+% = 227.

Raspunsul corect este . ]

Problema 4.11 Daca n este numarul de solutii pozitive ale sistemului

{ T+2y+32=6

l’y223 =1 )
atuncs:
a)n=0;
b)n=2;
c)n=3;
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d)n=1;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Pentru un set de numere reale pozitive, media aritmetica este
egalda cu media geometrica daca si numai dacd numerele date sunt egale intre ele. Daca
notam 1 =T, T2 =3 =Y, Ty =I5 =Tg = X% atunci:

- media aritmetica a acestor numere este m, =
(conform primei ecuatii);

- media geometrica este my = /T 1T2T3T4T5T6 = \/ 1y223v/1 = 1 (conform celei de a
doua ecuatii),
deci m, = my si, In consecintd, x1 = 2 = x3 = 4 = 5 = ¢, sau echivalent x = y = 2.
Atunci 6x =z +2y+3z=1.

In concluzie sistemul are o unici solutie z = y = z = 1. Raspunsul corect este . 1

Titzotzztzatwstwe . zH2y+3z 1
6 6
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5 Clasa XI - Matrici si Determinanti

2 -3 4
Problema 5.1 Se considera matricca A= | 1 9 3 |.FieT = max Z mij,
5 —6 10 =L
unde m;; este minorul asociat elementului a;j al matricer A, pentrul < i,j <
3. Atunci:
a) T € —-3);

(—o0
b) T € [-3, 27]
c) T € (27,57);
d) T € [57,+00);
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Réspuns si rezolvare. Pentru o matrice A = (a;;); ;_15; € M, (R), se numeste
minor asociat elementului a;;, unde 1 < 7, j < n, determinantul care se obtine din matricea
A prin eliminarea liniei ¢ si a coloanei j, determinant pe care il notam m;;. Efectudm
calculele si obtinem

108 -5 -—51
M = (mij)i}j:Lg = —6 0 3
—45 2 21
5 5 5 108 -5 —51
Rezulté( E miq E m;o E m;3 ) = ( 1 1 1 ) —6 0 3 = ( 57 -3 =27 )
i=1 i=1 i=1 —45 2 21

Obtinem T = 57. Raspuns corect: . 1

2 -1 2
Problema 5.2 Se considera matricca A= | 1 2 2 |. FieT = max Z Cij
3 -2 1 A

unde Cw este complementul algebric al elementului a;; al matricer A, pentru
1 <4, < 3. Atunci:

a) T € ( 00, 71),

T € [3.3);

o) T e (1 1)

d) T € [3,+00);

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
ij=1m € My (R), se numeste

complementul algebric (sau cofactor) al elementului a;;, unde 1 < 4, j < n, numarul ¢;; =

Raspuns si rezolvare. Pentru o matrice A = (a;;),

(fl)lﬂ m;j, unde m;; este determinantul care se obtine din matricea A prin eliminarea
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liniei ¢ §i a coloanei j, determinant pe care il notam m,;. Efectuam calculele, in cazul
exercitiului nostru, si obtinem

6 5 =8
C= (Cij)z,jzl,S = -3 —4 1
-6 -2 5
3
(B (4L V(1) ( &
Rezulta Z§=1 Caj = 3 4] 1 | = i
Zj:lcgj 5 2 5 1 —120

Obtinem T = % S [i, %) Raspuns corect: . ]

Problema 5.3 Se considera matricea A = i _93 ;l _15 ; . Fie M,
multimea valorilor determinantilor matricelor de ordinul 2 care se obtin din
matricea A alegand, in ordinea data, 2 linii si2 coloane, si P = erMgm(o,oo) x.
Atunci:

a)lgP € [5,7);
b)lgP € [7,8);
¢c)lg P € [8,9);

d)1g P € (9,00);
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Rispuns si rezolvare. Putem alege in C2 = 10 moduri 2 coloane din 5 coloane.
Calculam pe rand cei 10 determinanti pentru a determina pe Ma:

Alegere

coloane: | {1,2} {1,3} {1,4} {1,5} {2,3} {2,4} {25} {3,4} {3,5} {4,5}
det |21 0 7 13 —42 42 =30 14 26 —36

Obtinem M; N (0,00) = {7,13,14,21,26,42} si P = 29215368 € [107,10%). Rezulta
lg P € [7,8). Rispuns corect: . |

x Y z
Problema 5.4 Fie determinantul D = | 2 +y+2 x+y+2z z4+y+=2
22 —yz yr—zz 22 —ay
unde x,y,z € R. Atunci:
a) D=x+y+z;
b) D = zxyz;
¢) D =0;
d) D =12+ 12+ 22
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
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Raspuns si rezolvare. Avem

x y z
D =(@x+y+=2) 1 1 1
22 —yz yP—wxz 22—y
= (@ +y+2) (z22 — 2’y + 2%y — Y’z + y?2 — x2
=0.

Raspuns corect: . ]

R y22 - y22 + my2 — ;UyQ + ac?z)

c’  Cl C?
Problema 5.5 Fie determinantul D =| CY,, C}., Cr., |. Atunci:
cl,, Cl C?
n+2 n+2 n+2
a) D=0;
b) D=n;
¢)D=1;

d)D=n(n+1)(n+2);
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Prin calcul direct rezulta:

(n—1)
1 n "(n2+1)
nn
D=|1 n+1 — =1.

n+1)(n+4+2
1 ny2 nfbnt2)

Raspuns corect: . ]

Problema 5.6 Se considera in multimea numerelor reale ecuatia

r 2 3
2 x 3|=0
2 3 =z
Atunci suma radacinilor acesteia este:

a)0;

b) 1;

c) 19;

d) 10.;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Rispuns si rezolvare. Ecuatia devine 23 — 192 4 30 = 0. Din relatiile lui Francois
Viete rezultda S = 1 + o + 3 = 0. Raspuns corect: .
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Observatie: Radacinile ecuatiei pot fi determinate astfel:
- se aduna toate coloanele la prima coloana

z+5 2 3 1 2 3
z+5 =z 3 |=(x+5)|1 = 3|,
z+5 3 =z 1 3 =z

- apoi se scade prima linie din urmatoarele doua si se obtine:

1 2 3
(x+5)|0 z—2 0 =(x+5)(z—2)(z—-3).
0 1 z—3

Radacinile ecuatiei sunt x1 = —5, 2 = 2, x3 = 3, deci suma lor este 0. 1

Problema 5.7 Radacinile ecuatier 1 r—1 1 =0 sunt:

a) r1 =0, x93 =2, x3 =3;
b).ﬂ?l:l, .272:2, .Z'3:3,'
c)ry=0,290=1, 23 =2;
d)xlz(), IQI]., LU3:3,'
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Se obtine ecuatia:

Solutiile sunt x; = 0, z2 = 2, x3 = 3. Raspuns corect: . ]

Problema 5.8 Se considera functiile reale

N (x) = €M>y2 (35) = ifemﬁy?, (95) = 952€ij

i (x) w2 ()
unde \ este un parametru real, nenul, fizat. Fiew (x) = | v} () 5 (x)
yi () ys ()

Cate din urmatoarele afirmatii:
afirmatia 1 w () = w (0) e3*, Vo € R;

afirmatia 2 v’ (z) = 3 \w (z), Vo € R;
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afirmatia 3 f02013 w (z)de = & (5% — 1), Vo € R;

sunt adevarate?
a) o afirmatie;
b) doud afirmatii;
c) trei afirmatii;
d) nici o afirmatie;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem

e)\w 1’6/\w 1.26)\93
w(z) =| A e + \xe® 22e’® + \x?er®
A2er 20 4+ N2zer® 2eM 4 Adze® 4+ N2x2e®
1 T x?
=3 A 14N\ 2z + \z?
A2 22+ A%z 244z + A2
1 T 22 1 0 22
= 3z A A 2z + \x? +1 A 1 2% + A2
A2 N2z 244hx + \%2? A2 2\ 24+ 4hx + A\3a?
1 0 z2 1 0 0
= 3N A1 a2 [+ X1 2x = 2327,
A2 2) A%x? A2 22 244Xz

Rezulta w (z) = w (0) 32, w' (z) = 3 w () si f02013 w(z)de = & (5939 — 1), Vo €

R. Raspuns corect: . ]

4 x 6
Problema 5.9 Matricea A= | * -2 =x este inversabila pentru orice
2 4 a
x € R daca:
a)a € (4,00);
b)ae (—o0,1);
c)ace(1,4);

d)a e (—o0,1)U (4,00);
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Matricea A este inversabila daca det A # 0. Avem

det A=(2—a)z*+8r+8(3—a).
Conditia ca det A # 0,Vz € R revine la A <0
64+32(2—a)3—a)<0 <= a®>—-5a+4>0

<= a € (—o0,1)U(4,00).
Raspuns corect: . ]
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1 x —m
Problema 5.10 Se considera matricea A = 5 2z—-9 2 €
x—1 1 3

M; (R) st multimea M = {m € R| A este inversabild pentru orice x € R}.
Atunci:

a) M C (—4,-1);

b) MN[—1,+00) # &;

c) MN(—4,-1) =o;

d) M ={1,2,3};

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Matricea A este inversabila daca si numai daca

1 T -m
detA=| 5 20-9 2 [=2m+2)z* - (1lm+11)x + (4m — 29) # 0.
r—1 1 3
a0 a=0 X
Conditia az? + bz + ¢ # 0, Vo € R este echivalentd cu sau b=0 . In
A <O
c#0
2m+2 =0

m# —1

consecinta, conditia det A # 0 este echivalenta cu { 8Om2 + 44%m + 353 < 0

4m —29+#0
Pentru a-1 obtine pe M reunim solutiile celor doua sisteme de conditii. Obtinem M =
(=338, -1)u{-1} = (-32,-1]. Rezulta M N (-4,-1) = (=32 1) £ @5 MnN
[—1,+00) = {—1} # @. Evident M ¢ (—4,—1). Rispuns corect: . 1

2 -3 4 =5
Problema 5.11 Se considera matricca A= | 1 9 2 1 . Fie M,
5 —6 10 —12
multimea valorilor determinantilor matricelor de ordinul k care se obtin din
matricea A alegand, in ordinea data, k linii si k coloane. Atunci:
a) M3~ {0} # @;
b) M3 = {0} si My~ {0} # o&;
C) M3 = M2 = {0} §Z M1 AN {0} 7& @,'
d) My = {21};
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Pentru a efectua un numar mai mic de calcule este important
si Intelegem cerintele problemei. My~ {0} # & inseamn4 c& existd un determinant al unei
matrice de ordinul k care este diferit de zero. My, = {0} inseamna c& orice determinant al
unei matrice de ordinul k este zero. Exercitiul cere sa ”vanam” un determinant nenul al
unei matrice al carei ordin de marime este cat mai mare.
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Deoarece % _93 ’ =21 # 0, tragem concluzia cd My \ {0} # @.
2 -3 4 2 -3 -5 2 4 -5 -3 4 -5
Caleuldm| 1 9 2 |=0,l1 9 1 |=01 2 1 |=0,]9 2 1 |=
5 —6 10 5 —6 —12 5 10 —-12 -6 10 —12

0. Constatam ca M3z = {0}. Raspuns corect: .
Observatie: Am evitat sa calculam mai multi determinanti de ordin 2:

coloane:
Alegere | {1,2} {1,3} {1,4} {2,3} {2,4} {3,4}
linii: {1,2} 21 0 7 —42 42 14
{1,3} 3 0 1 —6 6 2
{2,3} —51 0 —-17 102 —102 34

Problema 5.12 Cate din urmatoarele afirmatii:

afirmatia 1 VA, B,C € M; (R), det (ABC) = det (A) det (B) det (C) ;
afirmatia 2 VA, B,C € M, (R), (ABC)™" = A"'B~1C 1

afirmatia 3 VA, B,C € M, (R), (ABC)" = ATBTCT,

sunt adevarate? (Am notat cu AT transpusa matricei A.)
a) o afirmatie;
b) doua afirmatii;
c) trei afirmatii;
d) nici o afirmatie;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
det (AB) = det (A) det (B), VA, B € M5 (R)
Raspuns si rezolvare. Se cunosc proprietatile { (ABY1 = B71A71 VA, B € M3 (R) inversabile .
(AB)" = BTAT VA, B € M, (R)
Prima afirmatie este adevarata pentru ca

det (ABC) = det (A (BC)) = det (A) det (BC) = det (A) det (B) det (C), VA, B € M, (R).

A doua afirmatie este falsd pentru ca expresiile din ambii membrii nu se pot calcula pentru

(2 0 (11N .. (10 . T
pentruA—(0_1>,B—<11)§1C—Ig—<01>(adlca(ABC) =
T
2 2 _{2 -1 2 2 _ AT RT T 5 )
(_1 _1) —(2 _1)#(_1 _1)—ABC).RaSpunscorect..I
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Problema 5.13 Cate din urmatoarele afirmatii:
afirmatia 1 VA, B € M, (R), AB = BA;
afirmatia 2 3U € M, (R), VA € M, (R), AU =UA = A;

afirmatia 3 VA € M, (R), 3B € My (R), AB = BA = U, unde U €
M, (R) este matricea din afirmatia 2;

sunt adevarate:
a) o afirmatie;
b) doud afirmatii;
c) trei afirmatii;
d) nici o afirmatie;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Daca A = ( 2 _01 ) si B = ( bl ), atunci AB =

0 1 1
22 #* 2 -1 BA. Prima afirmatie este falsa.
-1 -1 2 -1
Daca alegem U = I, = ( (1) (1) ), avem VA € Ms (R), Al, = LA = A. In consecinta

a doua afirmatie este adevarata.

Pentru A = Oy = ( 8 8 ) avem O3B = BOy = Oy # I, VB € My (R). O matrice

B € M; (R) cu proprietatea cerutd nu poate fi gasita. A treia afirmatie este falsa. Raspuns

corect: . 1

11

Problema 5.14 Se considera matricea A = ( 0 2

). Atunci A", n € N*

este:

o(41)
b) ((1) 2"2;1);
(3% )
d)((l) 21”)"

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
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Raspuns si rezolvare. Avem

S& notam A™ = < n ) cua; =1, by = 2. Atunci A"+ = ( L anp ) si pe de

1 a
0 bn 0 bn+1

1 a 1 1 1 1+2a
n+1 __ n — n _ n
AT =An-A (0 bn)(o 2) (0 20, )

P 1 Ap+41 _ 1 1+ 2a, . Ap41 = 20, +1
deci din ( 0 buis ) = ( 0 %, ) obtinem { boit =20,

Relatia a,+1 = 2a, + 1 este echivalentd cu anv1 + 1 = 2(a, +1). Cu notatia ¢, =

altd parte,

an + 1, obtinem ¢, 41 = 2¢y,, ¢; = a1 + 1 = 2, deci (cn)n>1 este o progresie geometrica de
ratie ¢ = 2 si prim termen ¢; = 2. Rezultic, = ¢;-2" ' = 2", deunde a,, = ¢c,—1 = 2" —1,

Vn € N*. Similar, b, = by - 271 — 2" Yn € N*. Astfel, A" = ( 12" =1 > Vn € N*,

0 2n
Raspuns corect: . 1

Problema 5.15 Se considerd matricea A = < 2

0 1 ).AtunczA,nEN

este:

@) ( 21 _01 )

) ( 20 _13 )

) ( 20 2 1—1 )

d) ( 20 1 —1 2 );

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem

= ()0 =00 )

o (o ) GG
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Notim A" = ( an bn ) unde a; = 2, b; = —1. Rezultd A" = ( i1 bnia )

0 1 0 1
gl cum
n+l _ gn . _ an by 2 -1 - 2a, —a,+b,
A =AT-A= ( 0 1 ) ( 0 1 - 0 1
. An+1 = 20y, . ¢
obtinem: . Din an+1 = 2a, rezulta ca a, este termenul general al
bn+1 = —an + bn
unei progresii geometrice cu ratia ¢ =2si a1 =2: a, =2""-a; =27, n € N*. Avem
bn+1 =-2" 4 bn
= _9on _ 277,71 + bn—l
=-—on_on"l_ _—22_2_p
_ n n—1 _ o _onfl g n+1
=-2" -2 e — 21 =55 =1-—2ntL
Deci b, =1 — 2™ gi rezulta A" = 2 1= Vn € N*. Raspuns corect: .
n O 1 )

Observatie: Folosind variantele de raspuns, se poate observa ca singura care verifica

n=1n=2gin=23este varianta d). 1

Problema 5.16 Se considera matricea A = < _01 ? ) Atunci A", n € N*
este: 1) 1)
" 1—-(=1)"
o (5T

b)(<—5>" g);

(5 1)
9 (o))

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Se folosesc variantele de raspuns prin eliminare. Raspuns

corect: . 1

Problema 5.17 Fie matricea A = ( (1) 1 ) si B= A" n>1. Notam cu
S suma elementelor matricer B. Atunci:

a) S=mn;

b) S =n+2;

c)S=n(n+1);
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d)S=2;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem

ee(b)(61)=(a 1)
A3_A2-A—<(1) ?)((1) }>_((1) §>

e n __ 1 QA _ n+1l __ 1 an+1 .
Notam A _<O 1 >,cua1_1.AvemA _<0 1 si

1 a 1 1 1 1+4a
n+1 __ n — n — n
ar—ama= (o 7 ) (01)=(0 5™ )

Rezultd ap+1 = an + 1, deci (an)n > 1 este o progresie aritmetica de ratie r =
prim element a; = 1. Obtinem a,, = a1 + (n —1)r = n. Deci B = A" = (1) Tll

S=1+n+0+1=n+ 2. Raspuns corect: . |

Problema 5.18 Se considera matricea A = ( é 3 ) Atunci A", n € N*
este:
(LY,
0o 3 ’
1

) (0 g)
c) (é 337—11 )f
(%)

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem

o (1 2\[/1 2\ (1 2+2.3
A‘<o3 03)"\o 2 3

3
1 242-3 1 2 1 242-3+2-32
3 — 2. = =
a0 500 ) (05 ) =0 7).

Fie A" = ( (1) ‘b‘ ) si At = < (1) Z"H ) cuay =2, by = 3.
n n+1

1 a 1 2 1 24 3a
n+1 __ n _ n _ n
awrt—ama= (o v ) (005)=(0 "8 )
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14+ an+1 =3(1+ay)

Rezulta a,41 = 2+3a, i bpy1 = 3b,. Avemay g = 243a, <
bn+1 = 3bn

Cn+1 = 3cn
bn+1 = 3b,
3 si prim termen c¢; =

Notam ¢, = a, + 1. Rezulta { , deci (cn)7121 si (bn)7121 sunt progre-

sii geometrice de ratie ¢ = a1 + 1 = 3, respectiv by = 3.

Avem ¢, = 3" '. ¢, = 3%, deunde a, = 3" —1si b, = 3" 1. b = 3°. Rezultd
A" = ( (1) 3n3; 1 ), Vn € N*. Raspuns corect: . 1
01 2
Problema 5.19 Se considera matricea A= | 0 0 3 |. Atunci A", n >
0 00
3 este:
01 2
a) | 0 0 3 |,
0 00
01 27
b) | 0 0 3" |;
00 O
0 00
c)l 00 0 |;
0 00
0 n 2n
d)| 0 0 3n |,
0 0 O
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Prin calcul direct rezulta:

Raspuns corect: . ]

Problema 5.20 Se considerd matricea A = (

@) ( _01 —21 )

-1 2

0 1 ) Atunci A*13 este:
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(0 1):
(% 1)
o (5 1)

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Calculim A%, A3, ...

-1 2 -1 2 1 0 .
2 __ _ _ 2k __ *
A_<0 1)<0 1)_(01)_12:>A — I, Vk € N*.

A3 =A% A=1 A=A = A1 =A%k . A=],. A=A VkeN.
. -1 2
© 42013 _ 4 _ < .
Deci A =A= < 0 1 ) Raspuns corect: . ]

2013
Problema 5.21 Se considera matricea A = ( (1] g ) si fie B =Y A
k=1

Atunci:

a)B=<2013 0

0 92014 _ 9 ;
1 0
b) B = ( 0 92013 );'

2013 0
WB:( 0 M%)’

2013 0
WB_( 0 mm)’

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Avem
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deci obtinem a, 11 = 2a,,, adicd (an)n>1este o progresie geometrica de ratie ¢ = 2 gi prim
termen a; = 2. Rezultd a, = a1¢" 1 =2-2""1 =27 v¥n > 1.

2013 1 0 1 0 1 0
k 2 2013

k=1
[ 2013 0 ~( 2013 0
T\ 0 24224 42208 )0 2(22018 1)

Raspuns corect: . 1
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6 Clasa XI - Matrici si Sisteme Lineare

Problema 6.1 Fie 0 = |z| + |y| + |z|, unde (z,y, z) este solutia sistemului

20 +3y+z=1
or+ 10y +72=2
dy —x + 62 =3

atuncs:
5).
CL) 9 € (O, 5),
5 117.
b)6e s ak
C) 0 e 579 )7
13 157.
d) e |5,
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
2 3 1
Raspuns si rezolvare. Determinantul sistemului este A=| 5 10 7 |=—-17#
-1 4 6
0, si deci sistemul este compatibil determinat (sistem Cramer) cu solutia: z = %,
1 3 1 2 1 1
y=3r 2=% ude A, = |2 10 7|=37,A,=| 5 2 7|=-38A, =
3 4 6 -1 3 6
2 3 1
5 10 2| =23 Deaiciz = -3y =38 72= -2 jar g =3 +38 42 -
-1 4 3
%? € (%, 12—3) Raspuns corect: . 1

Problema 6.2 Se considera in R sistemul

r+y+0z=0°
r+0y+z2=60
br+y+2z=1

unde 0 este un parametru real. Atunci:
a) Pentru 0 = —2 sistemul este compatibil determinat;
b) Pentru 6 = 1 sistemul este incompatibil;
c) Pentru 6 = 0 sistemul este compatibil nedeterminat;
d) Pentru 0 = 1 sistemul are exact trei solutii;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

11 6
Rispuns si rezolvare. Determinantul sistemuluieste A=| 1 6 1 | =—(0+2)(0—1)°.
0 1 1

Daca A # 0, sau echivalent § ¢ {—2,1}, sistemul este un sistem Cramer, deci compatibil
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T+y—2z=4

determinat. Daca 6 = —2, atunci sistemul devine { = — 2y + z = —2 . Adunand mem-
—2r+y+z=1

bru cu membru ecuatiile obtinem 0z + Oy + 0z = 3. Evident, nu exista numerele reale

x,y,z care si verifice aceasta relatie. Sistemul este incompatibil. Dacd § = 1, atunci

r+y+z=1
sistemul devine ¢ x+y+ 2 =1 . Se observa ca, de fapt, avem o singura ecuatie liniara
z+y+z=1

cu trei necunoscute, iar solutia este t = a, y =b, z=1—a — b, cu a,b € R arbitrari. In
aceasta situatie sitemul este compatibil dublu nedeterminat. Raspuns corect: . ]
mx + mzy — z=m?
Problema 6.3 Se considera sistemul de ecuatii: r—my+z=1
r—y+z=-—1

)

m € R. Sistemul este incompatibil pentru:

d)m#—1;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Determinantul sistemului este:

m m? -1
D=1 -m 1 |=—m*+1+m*—m-m?*+m=1-m*=(1-m)(1+m).

1 -1 1

Pentru m # +1, sistemul este compatibil determinat.

Pentru m = —1, avem D = 0 si _11 1 = —2 # 0 deci sistemul este compatibil

simplu nedeterminat.
r+y—z=1
Pentru m = 1, avem D = 0 si sistemul devine:{ z—y+2z=1 . Ultimele doua

T—y+z=-1
ecuatii sunt incompatibile, deci sistemul este incompatibil.

Raspuns corect: . 1

ar+y+z=0
Problema 6.4 Se considera sistemul X =+ Py +2=0 wunde«, B,v € R.Atunci
r+y+y2=0

relatia dintre o, B,y astfel incat sistemul sa admita solutii diferite de solutia
r=9y=2z=0 este:
W) at B+ =afy;
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b)a+ B +v=3;

c)a+B+vy=afy+2;

d)a+B+v+2=apfy;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Conditia ca un sistem omogen sa admita solutii diferite de
solutia banala z = y = z = 0 este ca determinantul sistemului sa fie 0. Avem:

_ =9
S N

1
1]=0<«<= affy+1+1-B—-v—a=0 < afy+2=a+B+7.
Y

Raspuns corect: . ]

r4+y—az=0
Problema 6.5 Se considera sistemul r—Py+z2z=0 wunde a,B,y €
—vyr+y+z2=0

R. Relatia dintre «, 3,7 astfel incat sistemul sa admita solutii diferite de
solutia v =y = z = 0 este:

a)apy+2=a+pB+7;

b) afy=a+ 6 +7;

c) afy =2;

d)afy=a+B+v+2;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Conditia ca un sistem omogen sa admita solutii diferite de
solutia banala z = y = z = 0 este ca determinantul sistemului sa fie 0. Avem:

1 1 -«
1 - 1 |=0<+= —f—-a—-7v4+afy—-1-1=0 < afy=a+B+~v+2.
- 1 1

Raspuns corect: . ]

Problema 6.6 Daca x,y si z sunt, in acesta ordine, trei termeni consecutivi
ai unei progresii aritmetice astfel incat (x,y, z) este solutia sistemului

r—2y+3z2=1
—2x +by+z=m , unde m,n sunt parametrii realt,
y+T7z=n

atunca:
a) —2m +3n = 5;
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b) m+n=2;

c) 4n = Tm;

d)m+2=nmn;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. In conditiile din enunt, y = z 4+ 7 si 2 = z 4+ 2r. Obtinem

r—2y+3z=2x+4r=1
—2x+by+z=4r+T7r=m
y+7z2=8x+1br=n

7
27
relatie obtinem drept conditie de compatibilitate pentru sistem n = 8z + 15r = m + 2.
Solutia este in acest caz x = 2m — %, y=m— %, z = % Raspuns corect: . ]

Din primele doua ecuatii obtinem x = 2m— £, r = 2—m gi introducand rezultatul in ultima

1 01
Problemi 6.7 Matricca A= | 0 1 0 | satisface relatia aA+BA? = A3
1 01
pentru:
a) o =2; f=3;
b) a=2;f=-3;

c)a=-2;0=3;
d) a=-2; f=-3;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem

1 01 1 01 2 0 2
A2=[0 1 0 01 0 ])]=(0160
1 01 1 01 2 0 2
2 0 2 1 01 4 0 4
AB=10 10 01 0]=101120
2 0 2 1 01 4 0 4

Inlocuind A, A? si A3 in relatia a4 + BA? = A3, obtinem:

a+28 0  a+23 40 4
0 a+8 0 =[o 1 0],
a+28 0  a+28 40 4

a+28=4

deunde{ a+B=1

, deci « = —2 gi f = 3. Raspuns corect: . ]
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a

Problema 6.8 Se considera matricea X = ( b

I; ) € M; (R) care verifica

proprietatea

1 2 a b\ (ad 12y (-1 11
3 4 b ¢ b ¢ 1 2) \ -12 5
Fie S = |a| + |b| + |c|. Atunci:
a) S wverificd ecuatia x? — %JJ —3=0;
b) S € (6,1;+00)NQ;
c) Nu exista X cu proprietatea cerutd;
d)S=0;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem

1 2 a b _ a b 1 2 _ b 2¢c —b—2a Obti
3 4 b e b e 1 2 )7\ 3a43—c bt ) OPunmem

b= 1
. 2c—b—2a=11 . s .
sistemul 304 3b—c— 12 cu solutia a = —2, b = —1, ¢ = 3. Exista matricea
b+2c=5
X = :? _31 ) cu proprietatea din enunt, iar S = |-2| + |—1| + [3| = 6. Dar 22 —

11 — 1 . . vy s v s .9 11 _
Sr—3=(rv— 6) (a: + 5), si prin urmare S este o radacina a ecuatiei z° — Fz — 3 = 0.

Réspuns corect: |a) | B

Problema 6.9 Solutia ecuatieir matriceale

(Gi)x=(48 %)

este:
a) X =

(
yx-(

2 1L 4
— (3 3 3 ).
3 ~3 3

d) X este o matrice patratica de ordinul 3;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
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< . . . .1 2 C
Raspuns si rezolvare. Pentru inceput calculam inversa matricei ( 3 1 ) si obtinem

-1 _1 2 R
( :1)) ? > = ( 35 5 ) Inmultind la stanga relatia din problema cu aceasta ma-
5 5

trice obtinem

Il
3
Il
7N
W =
— o
~_
L
7N
I =
—_
N O
o |
]
~
Il
7N
(ST [
(SIS
| (Sl
SN
| oo
Ul
~_

Raspuns corect: . 1

Problema 6.10 Daca n este numarul de elemente al mulfimiz

M:{A:(‘; z)EMQ(R) \A2—4A+3IQ:02},

undefgz((l) (1)>,02=<8 8)7

atunci:
a)n € {0,1};
b)n e {2,3};
c)n e {4,5};
d)n > 6;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem

si

2?2 —dx+1y%+3 2xy — 4y
2zy — 4y 2?2 —dr+y*+3 |-

o (Y 2wy
o 2ry x4 y?

A2 —4A+131, = (

Obtinem sistemul
22 —4x+34+9y2=0
2(x—2)y=0 ’

. .. T=2 T =2 r=1 z=3 .
blbtemcearebolu‘gnle{ y=1 ,{ =1 ,{ =0 ,{ =0 . Obtinem

w={(2 ) (2 ) ()

si, In consecinta, n = 4. Raspuns corect: . ]
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Problema 6.11 Se considera matricea X = (i), ;_3 € M3 (R) care verifica
ecuatia matriceala

1 -1 2 -1 5 3
X 3 2 1 ]=1| -3 4 -5
-1 0 1 2 0 -1
3
Fie T'=max ) x;;. Atunci:

a) Nu exista X cu proprietatea cerutd;

b) T € [4,6;4+00) NZ;

c) T este o solutie a ecuatiei x° + %x —23=0;
d) T = 23;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

1 -1 2
Raspuns si rezolvare. Pentru inceput calculam inversa matricei ( 3 2 1 )
-1 0 1

-1 0 1
problema cu aceasta matrice obtinem

1 5 3 1 -1 2\ ' 8 §7
X=XI=| -3 4 -5 3 2 1 = -1 2
2 0 -1 -1 0 1 1 io _

1 -1 2\ ' i 1 1
5 0 2 .
si obtinem 3 2 1 ) = ( —% ]13—0 1 ) Inmultind la dreapta relatia din
1

—
= =
(==}
— oo
[S][eY
\—/

3 , 8 17 9 23
[ X oy o2\ (! 5 | .
Calculam | Y70 x5 | = —% 7 1 1| = —3 | Obtinem T' = .
3
Dio173; 0 2 1 ~5

1
5
Ins& x2+§x—23 =(z+5) (:1: — 25—3), prin urmare 7" este o solutie a ecuatiei $2+%(E—23 =0.

Raspuns corect: . ]

Problema 6.12 Se considerd matricea A € M3 (R) care verifica relatia ma-
triceala

(1 z)-A=(1 142 ),VzekR
Atunci A este matricea:

11
a) 1 1 7‘

!

47



)10
)(01)

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Fie A = ( Z Z ) Avem:

(1 :c)<cc‘ Z =(1 1+z),VzeR
a

<:>( + cx b+dm):(1 1+a:),VxER
a+cr=1
<:>{b+dm:1+x Vo € R.

. _ _ _ ., (11 o )
Rezulti a=1,¢=0,b=1,d=1, deci A = ( 0 1 > Raspuns corect: . 1
Problema 6.13 Se considera matricea A € Mj (R) care verifica relatia ma-
triceala

(:U2 x 1)A:((x—1)2 x—1 1),‘v’x€R.

Fie W este suma elementelor matricei A. Atunci:
a) W e {0,1};
b) W e {2,3};
c) W e {4,5};
d) W > 6;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

az P2 7
Raspuns si rezolvare. Consideram ca A= | a3 f1 7 |. Atunci
@ Bo

(22 2 1)A=( e +oz+ay B+ Biz+6o vz’ +mz+7 ).

oz +oyg=2>—-2z+1 a =1, a1 =2, 090 =1
Obtinem { fox? + iz + Po=2—1 ,Vx € Rsau, altfel scris, { B2 =0,81=1,80= -1 .
Yox? + x40 =1 12=0,71=0,7%0=1

Rezulta W = 1. Raspuns corect: . ]

Problema 6.14 Daca z,y si z sunt, in acesta ordine, trei termeni consec-

2
L : L . : y A x
utivi ai unes progresii aritmetice strict crescatoare astfel incat ( . z ) =

( —46 _42 > si Q=22+ (2 —y)°, atunci:

48



a) Q =2;

b) Q=5

¢) Q = 10;

d) Q =13;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. In Condi‘giile din enunt, y =z +7r si z =z + 2r. Avem

T x+r 2r2 + 3rx + 222 222 + 2rx
T+ 2r T 222 + drx 212 + 3rz + 222

si, In consecinta, obtinem sistemul
2r2 + 3rz + 222 =4
222 + 2rx = —2
222 + drz = —6
292 + 3rx + 222 =4
Observam ca a patra relatie este o copie a celei dintai, nu aduce o resprictie suplimentara

i, In consecinta, renuntam la ea. Scazand ecuatiile a treia gi a doua obtinem 2rx = —4.

2: t 1 ..1 .’I]:—l m:]‘
_9 ,Slsemcearesoutlle r—29 s r—_9 -

Fiecare din cele doud solutii verifics prima conditie a primului sistem. Q = 22 + r? = 5.

Raspuns corect: . 1

Folosind aceleasi relatii avem { -

1 00
Problema 6.15 Se considera A (w w 1 0 |, cuw e R. Daca m
() O 1
este valoarea pentru care A (m) A(m+1) = 555 (A(1) + A(2) + ... + A(2013)),
atuncs:
a) m € (0,500];

b) m € (500, 1005];

c) m € (1005, 2012];

d) m > 2013;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Pentru inceput ne reamintim formula care indici suma prim-

ilor n termeni ai unei progresii aritmetice, in cazul particular

1
1+2+...+n=%,VnEN*.

In consecintd 1+ 2+ ... + 2013 = 2012:2014 — 5013 1007. Observim ci

2 0 0

Alw) Aws) = Awr +ws) siA(w)+A(w) = | wi+ws 2 0 :2,4(“1“"2),\1%@61@.

0 0 2 2
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Efectuand calculele obtinem

Am)A(m+1)=A2m+1) si

2013 0 0
A1)+ A(2)+...+ A(2013) = ( 1+24...4+2013 2013 0 ) = 2013 A (1007) .
0 0 2013

Ecuatia matriceald A (2m + 1) = A(1007) este echivalenta cu ecuatia 2m + 1 = 1007,
ecuatie care are unica solutie m = 503. Raspuns corect: . ]

Problema 6.16 Daca X,Y € My (R) si X este inversabila, atunci sistemul

1 2
v (1 )

XY =X

are solutia:

wx=(11)v=(10)
x=(1o)v=(o1)
ox=(13)r=(11)
wx=(11)v=(3 5%)

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Dacd X inversabild atunci existd matricea X ~!. Inmultind
a doua ecuatie la stanga cu X ' obtinem

XXy =X"1'X Y:12:<(1) ?)

v (1 2 1 0y (0 2 .+ (01
RezultaZX—<2 1)(0 1)—(2 0),dec1X—<1 O>'

Raspuns corect: . ]
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7 Clasa XI - Limite si Continuitate

Problem& 7.1 Fiel= lim (v6z —2— 6z — 3). Atunci:

T—+00
a)l=0;
b)l = +o0;
c)l=-2;
d)l=6;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

1
Réspuns si rezolvare. [ = lim (V62 —2— /62 —3) = hrf T o3
r—+o0o T — T —

r— 400
Raspunsul corect este . 1

, atunct o este:

In(1+ 3"
Problem 7.2 Daci o = lm (5
z—o0 In (1 + 2%)
3
1 _ .
a) 111 >
n
'
C) m}'
d) 1;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Calculam

1
. n3e [ — +1
m(l4ge) = 03 (3r+ )

a = 11

m ———————— = 1m

21
xT 1 T
In3* +1n [( ) —l—l] zln3+1n {<3> +1}

1
3
ln2$—|—ln[ 2> —|—1] xln2+ln{<2> +1}

i obtinem a = ln—?)
3 t T In2’

Raspunsul corect este . 1

VI +3—2 1\?
Problem& 7.3 Fie L = lim Y22 "% Atunci (12 — = | este:
=133 +3x —4 L

a) 36;
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1
b .
) o1
¢) 144;

d —

/ 16" . ) ‘ )

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
1

Jrr3 1 1\?
lim 2Y2ZE3 2 peg <12 - L) — 144.

z—1 312+ 3 24
Raspunsul corect este . 1

, atunci 2% + 3% este:

|lolo

Raspuns si rezolvare. L

2 _ 1 2 1
Problema 7.4 Dacd o = lim z n”(z+1)
x—0 23;2
a) 2;
b) 0;
¢)5;
) 1;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Calculam

22 —In*(z + 1) . 22 In®(z+1) 11 . In(z + 1) 2 11
T2 240

« 1m 11m 579

70 212 0 | 22 222 T

si obtinem 2% 4 3% =20 4+ 30 = 2,

Raspunsul corect este . 1

Inz

Problema 7.5 Daca L = lim ——, atunci:
T—00 (ln x)
a) L=0;
b) L =1n2;
c) L=ce;
d) L =o00;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

< . . 2, : [EEE IR AV _
Rispuns si rezolvare. L = lim e #—2n(nz) — Jipy ex( = -ln(inz)) _ e>0(0=0) —

T—r 00 Tr—r00
e > =0.
Raspunsul corect este . 1

Problema 7.6 Fie f : R - R, f(z) = V1+ 22 + mz, unde m € R* este
astfel incat lim /(@)

r—o0 I

= —3. Daca o = log, |m| + log 1 |m|, atunci:
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a) a=1;

b) a=2;

1
c)oz:?
d) a = 0;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Calculam

V1+ 22 V1+ 2?2 1+ 22
lim@:limw:hmi—i—m:m—i—lim +2x =m+1.
T—00 €T T—00 €T T—00 € xT—r0o0 €T
Din conditia lim M = —3 rezulta ecuatia m + 1 = —3 cu solutia m = —4.

r—00 I
Obtinem o =log, | — 4] + logs | — 4] =log, 4 +log1 4 =1-1=0.

Raspunsul corect este . 1

-1
Problema 7.7 Daci A=<a€R| limzx ’ —a | este finita ¢, atunci:
T—00 4 + 1
a) A=o;

b) AN (—o0,—2) # &;

=[]

1
d) AN L_l’l) +O;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

1
© ,=——a>0

< . . xz—1 1 %
Raspuns si rezolvare. lim x —a|=o00|=-—a]= —00 ,——a<0 .
T—»00 4o +1 2 %

l ,5—(1:0
Pentru a = % obtinem
r—1 1
dr+1 4 1 . 4(z—1)—4zx -1 . —5x 5
o’ [z-1 1 141 ems’ T 4zl eseo 167 +4 16
4x+1+§

- 1
In concluzie A = {} si varianta corecta este AN [4, 1) #+ .

2
Raspunsul corect este . 1
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1 1
Problema 7.8 Daci o = lim z- (—3ez + =+ 3) si 5 = logs |04H—log% 3%,
x

atunci:
a) B =4;
b) B=—2;
c) f=0;
d) B =2;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Calculam

1
. 1 000 ;. —o€w -z
. ez + 5 +3
« :hmx- —3€x+7+3 :hm+
T—r00 €T T—r00 =
xT
1 1 2
0 3er - & — 2 L2
= lim 2 = lim (—3er +> ) =-3
L'H x—00 -z xT—r00 x

Ob’ginemﬁzlog3|—3|—|—10g%3_3:10g33—310g%3:1—3-(—1):1+3:4.

Raspunsul corect este . 1

3 1 1
Problema 7.9 Daci a = lim( > si B = |a] + —,
o

i\ 22 +lnr—1 2z—1
atunci: a7
Cl) 6 - E;
35
35
C) B = E;
37

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Calculam

. 3 1 . 3r—x2—lnz—2
a = lim — = lim
224 hr—-1 z-1

z—1 z—1 (g'; — 1) (x2 +lnx — 1)

2 3—2z— — 2y 902 1

Z . 1:M3+1x+fnﬁun

'H x— Ju — —
x2+ln$—1+($—1)<2x+> w4+ zlne—z+(z T

x

= lim — - = lim —

s1 g3 +rclne—o+23 4+ —222 -1 251323 —222 +2xlnx — 1

0 —4x 1

= lim ——

L/HI—>19x2—4{L‘+1nx+1 6
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1
Obtinem g8 = ’—6’ +

[
—_
> =

Raspunsul corect este . 1

Problema 7.10 Consideram functia

FIRSR, fz)=4 3°—1

X

a-3"  dacax <0
{ , daca x >0
unde parametrul real a este astfel incat functia f sa aiba limita in punctul
x9 = 0. Atunci e este:
a) 1;
b) In3;
c) 3;
d) 2,
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Functia f are limitd in xg = 0 dacd si numai daci [, (0) =

14 (0).
Avem:

37— 1
o Iy Cazy _ . o o
lS(O)—ilr%f(x)—iln%)(a 3 =a si ld(O)—ilr%f(ac)_}:m%) . =In3
<0 <0 x>0 x>0

Rezulta a = In3 si e® = "3 = 3.
Raspunsul corect este . 1

Problema 7.11 Consideram functia

A
r—1

frRAA{1} =R, f(z) =

)

a-ln(4d—2z) , dacazr <1
, daca x >1

unde a € R*. Multimea valorilor parametrului a pentru care functia f are
limita in punctul o = 1 este:

)
il

W~
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2
d)Sln—¢;
A
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Functia f are limitd in 2o = 1 dacd si numai daca I (1) =

lg (1)

Avem:

ls (1) = lim f (x) :ii_>rnla-ln(4—a:) =aln3

rz—1

<l <l (2 3 1)

. .2 =2 o 2(2F —

lq (1) :i%f(x):iﬂ — :iﬂT =2In2=1In4

r>1 <l z>1

Rezulta a - In3 =1nd sia = M
In3
Raspunsul corect este . 1
Problema 7.12 Fie functia
1 , dacd x € (—o0,0]
2%a , daca x € (0,1
f(—OO,Q)%R,f(Z'): 2 ( ] )
x 2x+b .
——  , daca x € (1,2)
—x+2
unde a,b € R. Dacd f este continud, atunci b**? este:

a) 125;
b) 27;
c) 144;
d) 64;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Observam ca functia f este continua la stanga in x = 0 si
z =1
Din f(0) = lim f (x) se obtine a = 1, iar din f (1) = lim f (x) se obtine b = 3. Deci
z—0 z—1

x>0 z>1

Raspunsul corect este . 1

pot2 = 27.

Problema 7.13 Fie functia

ze® + x| —a , dacax <0
In(1+ x)
x

f:R—=R, f(x)

)

, daca x >0
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unde a € R. Multimea valorilor parametrului a pentru care functia f este
continua pe R este:

CL) {_1}7

b) &,

¢) {0};

4) {1};

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Explicitand modulul obtinem

f(x)= In(1 + z) In(1+ x)
X x

,daca x>0

ze® + |z —a ,dacd z <0 ze® —x—a ,dacax <0
,dacax >0

Functia f este continud pe R* (compunere de functii continue). Cum f trebuie sa fie
o functie continua pe R este suficient sa verificam ca f este continua in zop = 0. Avem

15(0) = lim f (z) = lim (ze” —x —a) = —a
z—0 z—0
<0 <0 ! (1 + )
: . In x
a0 =)=t =t
>0 >0
f(0) = ~a

Deci 15(0) = 14(0) = f(0) dacd si numai daca a = —1.
Raspunsul corect este . 1

Problema 7.14 Fie functia

‘ ?*+x , dacd x € [1,2]
fiR=R f(z) :{ dr —2 , daca x € (—o0,1) U (2, 00)
Dacd B = f1(1) + f(1) + £(2) + £4(2), atunci:
a) B =16;
b) B =12;
c) B=4;
d) B =2;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Calculam derivatele laterale ale lui f in punctele g = 1 si
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930:2.

1 dr —2—2
;(1):hmf(x) A ): v —4
z—1 r—1 z—1 x—1
<l <l 9
1(1) = fim L S gy e 2 @oDed2)
z=1 r—1 z—1 r—1 z—1 r—1
r>1 z>1 z>1
F(2) =t L I@) a6 (@ =2@d)
12y w2 22 w—2  aoz a2
2 4o — 2 —
(/1(2) = lim f( ) f( ) = lim z 6 =4
=2 T —2 =2 1 —2
> x>2
Obtinem B=4+3+5+4=16 Raspunsul corect este . |

Problema 7.15 Se considera functia
fiR—=R, f(r) =max{z® — 32+ 2,—2” + 3z}.
Fie A multimea punctelor in care f nu este derivabila i T = > (f. (x) - f;(x)).

T€EA
Atunci:
a) T = —10;
b) T = —5;
c) T =0;
d) T =5;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Avem (xQ — 3z + 2) — (—x2 + Sx) =222 — 6z + 2 si

22 —3x+ 2> —x? + 3z, pentru z € ( —oo, 3*‘/5} U {3“/5, oo)

2 — 32 +2 < —2% + 3z, pentru x € 3_2‘/5, 3+2\/5)

Ca o consecinta

f () 22 —-3x+2 ,dacaxzc (- 32‘/5}U[ +V5 ) _
x) = si
—2 + 3z , daca x € 3_ +2\/g)
2¢ — 3 ,dacax € | — )U 3+2‘/5 )
fa) =
—2x+4+3 ,dacax € 3_2 2 )
Am probat ca A {3*2‘/5 ‘?’J”[}. Efectuand calculele probam si incluziunea contrara.

V= () () i (1) 6 (49) 5

Raspunsul corect este . 1

-
In concluzie, A = {

—V5 V54 (—V5) Vb =

58



Problema 7.16 Fie functia

ar +e* | dacdi x <0
22+ dacd x>0

FROR £ - {

si multimea M = {(a,b) € R? | feste derivabila pe R}. Daci S = > a-b,

(a,b)eM
atunci:
a) S =-1;
b) S =1;
c)S=2;
d) S =0;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. O functie f derivabild pe R este o functie continua pe R.
Functia f este continua pe R daci si numai daca f continua in zg = 0. Avem

15(0) = lim f (z) = hi% (az +e*) =1

?82)8 <0

14(0) = lim f () = lim (22 + b*) = b?
z—0 x—0
z>0 x>0

f(0) =0

Deci 15(0) = 14(0) = f(0) daci si numai dacd b® = 1 sau b = £1.
Functia f este derivabilda pe R daca i numai daca f este derivabila in zo = 0. Dar

(z) = a+2e2* | dacix <0
R ,daca x >0
PO T L@=FO) ey s 20y _
J10) = lim KO =l () = lim (04 26) = a+2
/ — Tiyy L@=FO) _ i) —
f3(0) = lim Z5=7= = lim ' (z) = 0
>0 x>0

Relatia f] (0) = f}(0) este adeviratd doar dacd a +2 = 0 sau a = —2.
In concluzie, M = {(—2,-1),(-2,1)} si S =(-2) - (—=1) + (-2) - 1 = 0.

Raspunsul corect este . 1

Problema 7.17 Se considera functiile:

fr9:(0,4+00) = R, f(2) =2 +Inz, g(z) = vz — 3.

Daca h: [2,+00) = R, h(z) = f"(z) + ¢ (x) atunci:

@h@y:%;
th%:%;
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12

c)h(4)=—;

) h(4) 16
d)h(4)=—;

/ ‘( .) 16° . ) ‘ )
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

< . 1 1 . 35
Raspuns si rezolvare. h(z) =2 — e + EN Deci h (4) = 6

Raspunsul corect este . 1

1+
1—x

Problema 7.18 Se considerd functia f: (—1,1) - R, f(z) =1In

Atunci f" (x) este:
1 1
2! — '
S (e el |
1 1

VaTE T T

1 1 1 1
& (- ar Tre  (tap 1-o
d)m;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Functia f (z) se poate scrie astfel:
fx)=In(l+2z)—In(l —2z),Yze (-1,1).

1 1 1 1
+ sif (x)77(1+x)2+(1—33)2'

142 1—-=x
Raspunsul corect este . 1
Problema 7.19 Se considerd functia f : (0,00) = R, f(z) = eIl & fie

gwamnﬂ}%Rg@ﬁf”f”ﬁ;“f@W

Daci A = {k € R* | functia g este constantd pe (0,00) \ {1}} ¢iS =3 > |k],
keA

Avem f'(z)=

atunci:
a) S=2;
1
b) S — —5,
c)S=1;
d) S =0;
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e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Explicitam functia f

3
e3lnz JInz <0 x , T € (0,1]
r={ =10

e 3T ng >0 — € (1,00)
x
322 L2 €(0,1) 6z ,x€(0,1)
Prin derivare obtinem [’ (z) = _% we1,00) si f"(z) = Lﬁ me,o0)
x
Observam ca f nu este derivabila in g = 1. Avem
/ ka3, x € (0,1) s o 6k°z%, x € (0,1)
kxf' (z) = 3k ,dar K2z f7 () = ¢ 12k3
_E, xe(l,oo) ?, fEe(l,OO)
6k323 + 3ka3, x € (0,1) 3
s ) ) . 6k3 + 3k, =z € (0,1]
3,2 g1 ! _ 3 — ’ ’
Rezulta k322 f" (z)+kaf' () =< 12k3 — 3k v e (1,00) sig () { 1263 — 3k,

3 )
x
Functia g este constantd, adicd g(z) = ¢, Vo € (0,00) \ {1} dacd si numai daci

2 _ — 1
6k% —6k = 0. AtuncikzeA(:){ 6k(k 1) 0 de unde k = +1. RezultéS’:§~2:1.

Raspunsul corect este . 1

ke R*

Problema 7.20 Fie

_ | (z-W|z])? , dacd x € R\ {0}
f'R—”R’f(x)_{O L dacd x =0
Daca f!(0) este derivata la stanga in punctul 0, f(0) este derivata la dreapta
in punctul 0 si A = f1(0) — f,(0), atunci:

a) A =—1;
b)A=1;
c) A=0;
d) A = oo;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem

i) = 1imM = hmw = limz - In? (—x)

z—0 x—0 z—0 x—0 z—0
<0 z<0 z<0 9
2 2 -
o In"(—2) g .. =ln(—x) o 2-In(—=2) 'y .. .
= lim (—2) = lim & = lim (—2) =" lim - = lim2z = 0.
x—0 1 x—0 1 z—0 1 x—0 1 x—0
<0 - <0 ~ T3 x<0 - <0 ) <0
T T T T
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2.z -0
Analog se obtine f}; (0) = lin%%
r— Xr —
x>0

= 0. Prin uwrmare A = f, (0)— f;,(0) =0—-0 =

Raspunsul corect este . 1

Problema 7.21 Fie functia f : R — R, f (z) = min {2? — 3z + 2, —2® + 3x}.
Daca A este multimea punctelor in care derivatele laterale ale functiei f
existd, dar f nu este derivabila si W = Z fi(a) fi(a), atunci:

0.

acA
a) W= —4;
b) W = —10;
3V5
ow=-52,
d) W =15;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Rispuns si rezolvare. Rezolviam inecuatia 2% — 3z + 2 < —2? + 3z, rezultd z2 —
3x+1<0,

l?)—\/g 3++5
T e 5 N B

3—V5 3+5
2 7 2

2
, deci f (z) = zt =3z +2, xel

—22 + 3z, in rest.

+
Functia f este continua pe R si derivabila pe R\ { 3 2\/5}
20 —3, «x¢€ 3_\/5,3+\/5
2 2
Avem [’ (z) = Y
—2x+3, z¢€ —00,3_ > U 3+\/5700
2 2
3—V5 3—-V5
! — j — —). =
fs< 5 >—Mh§12ﬁf(w)— 2: =5 —+3=15

le(?"“g) —m =2t 5o

2 e\ 28 2
Analog f! (3 +2\/5> _ g <3 +2\/5> VB Reslti A~ {3—2\/5’ 3+2\/5}7
W=3fi@) fi(@) = V5 (—VB) + V5 (—V5) = ~10.

a€A

Raspuns corect: . 1
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Problema 7.22 Se considerd functia f : R — R, f(x) = { i‘f:i ’i i 8 ,
unde a,b € R.

Daca A = {(a,b) € R*| festederivabild peR} si S = > (a®+0?),

(a,b)eA
atunci:
a) S =3;
b)S=1;
c) S =4;
d)S=2;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Daca f este derivabila pe R = f continua pe R. Cum f este
continud pe R* (compunere de functii continue)
= f continud in 2o =0 < 15(0) = 14(0) = f(0)
15(0) = lim f(x) = lim(ax +b) =b
z—0 x—0

<0

<0
ld(O)—il_r)r%)f(x)—alc%(x +2)=0
>0 >0
f(0)=0

f este derivabila pe R* (compunere de functii derivabile) } N
f trebuie sa fie derivabila pe R

f derivabild inzg =0 < f1(0) = f5(0). Avem

f@)= 50 an b e

f1(0) = lim =lim —=a
= = w20 —=a=1
- 1
£0) = i L& SOy P re g 2@r D
z—0 x—0 z—=0 z—0 x
>0 >0 x>0

>
=A={(1,00}=S=14+0=1.
Raspuns corect: . 1

Problema 7.23 Consideram functia f : R — R, f(x) = 25 + e**. Atunci
17(0) este:

a) 20;

b) 3;

c)0;

d) 16;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem:
2+ 4e* g f"* 4 16e** = £(0) = 16.

Raspuns corect: . 1
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Problema 7.24 Fie functia f: R — R, f(x) = e'*.
Daca g = f"(x) = 7f'(z) + 12f(z), x € R, atunci:

0) B=1;
b) B =0;

C) B — 64:0,'
d) B =Te';

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Rispuns si rezolvare. Avem f/(z) = 4e® si f"(x) = 16e**, z € R
= B=f"(x) = Tf'(z) + 12f(z) = 16e** — 281" + 12¢%* = 0.

Raspuns corect: . 1

Problema 7.25 Consideram functia f : R — R, f(z) = ™, unde m € R*.
Daca A ={m e R*| f"(x) +2f'(z) = 8f(x) =0, Ve e R} si S = Z m?,

meA
atunci:
a) S =20;
b) S =12;
c) S =6;
d) S=2;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Rispuns si rezolvare. Avem f/(z) = me™* gi f/2e™.
Relatia f”(z)+2f'(z)—8f(z) = 0 & m?e™™+2me™* —8e™* = 0 < (m? + 2m — 8) ™" =

Cum e™ >0, Ve eR=>m24+2m —-8=0=>m; = -4, mo =2 =

= A={-4,2}= S =(-4)?+22=20.
Raspuns corect . 1
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8 Clasa XI - Derivate si Grafice

Problema 8.1 Consideram functia
[ R—=R, f(x) = Va2 —4x + 6.

Atunci [ este strict crescatoare pe:
a) (—o0,2];
b) [—2,00);
c) (—o0, —2|;
d) [2,00);
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
_ 20 — 4 _ xz—2
e —4r+6 Vi -4z 16
Rezolvim ecuatia f'(z) = 0 & x — 2 = 0 si obtinem solutia z = 2. Calculam
f2)=VE=8+6=+2si wll)rinoo f(x) = +oc. Intocmim tabelul de variatie a functiei f.

Raspuns si rezolvare. Avem f’(z)

z —00 2 400
f'(x) - 0 +
f@) | oo N V2 /S
Din tabelul de variatie observam ca:

Va € (—o00,2], f este strict descrescéitoare.
Y € [2,00), f este strict crescitoare.

Raspunsul corect este . 1

Problemi 8.2 Fie f : R — R, f (v) = —ze ®l. DacaImf = {f (z) |x € R},

atuncai: -
Cl) Imf = (__7_:| ;

e e

11
b) Imf = [——7—] ;

e e

C) Imf = (_é7é)f

11
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Functia f este continua si derivabila pe R* si ligl f(x)=0.
T—>1LT 00

Avem: )
, —7—1’90 ,x <0
fiz)=q f_
- ,x >0
e
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Tabelul de variatie al functiei f este urmatorul:

x —00 -1 0 1 00
f’(d?) + 0 — | — 0 +
1 1
fay o 2 N 0N - 0
Rezulté i f () € |minf (z), maxf (z)| = [—2, 2|, ¥z € R §i deci Imf = [—=, -
z z€R ’:reﬂ%( - e el’ ” o elel|’

Raspunsul corect este . 1

Problema 8.3 Fie functia f: [—1,1] = R, f(x) =In(1+ |z|). Dacd n este
numarul punctelor de extrem local ale lui f, atunci:

a)n=0;
b)n=2;
c)n=3;
d)n=1;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Avem:

1

In(l —=), ze€[-1,0) , ze(-1,0)
flx) = 0, z=0 g f'(z) = mfl
In(1+2z), ze€(0,1] z € (0,1)

x+1’

Observam ca functia f este continua pe [—1,1], dar nu este derivabila in zo = 0. Avem
f(=1)=f(1)=In2si f(0) = 0. Intocmim tabelul de variatie a functiei f.

T -1 0 1
f'(x) —|+
f(z) In2 N0, In2

Din tabelul de mai sus se observa ca x = 0 este punct de minim local al lui f. Decin = 1.

Raspunsul corect este . 1

Problema 8.4 Se considera f : R - R, f(z) = 2T siM = max f(x).

ze[—1;1]
Atunci:
a) M =0;
b) M =1;
c) M =/e;
d) M =e;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
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2m(x4+$c2+1) 1

Raspuns si rezolvare. Avem: [’ (z) = 3 ceaZil,
@2+ 1)
Din tabelul de variatie a functiei f
T —00 —1 0 1 00
@) —— 0+ 1 =
fl@) [+o0 N Ve N0 Ve S oo
obtinem M = max f(z)=f(1)=+/e

ze[—1;1]
Raspunsul corect este . 1
6|1n z|

. Daca
1+z

Problema 8.5 Se considerda functia f:(0,00) = R, f(z) =

n este numarul punctelor de extrem local ale functiei f, atunci:
a)n=1;

b)n=2;
c)n=3;
d)n=4;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
—Inx
Raspuns si rezolvare. Avem e/l = { elnz &€ (?’ Do z T €(0,1)
€ @ € [1,00) x L,z €ll,o0)
—1—-22
1
| L seon i e
Obtinem f (z) = x& + ) si f/(z) = 1 .
,x € [1,00) —_— ,x € (1,00)
I+ (1+z)
Avem tabelul de variatie:
T 0 1 00
/' (x) - |1 +
f@) oo N5 /e

Rezulta x = 1 punct de minim, deci n = 1.

Raspunsul corect este . 1

2
Problema 8.6 Se considera functia f : R — R, f(x) = 219.
T

este numarul punctelor de extrem local pentru functia data si S este suma
primilor 5n termeni ai unei progresii geometrice cu primul termen 1 si ratia
n, atunci:

a) S =—1023;

b) S =1023;

Daca n
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c) S =1024;

d) S =—1024;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
22 +9 -2z 2(9—2?)

@ +9° (@2 +97

Raspuns si rezolvare. Avem f'(z) =

1 1
Rezolvam ecuatia f’(z) = 0 si obtinem solutiile z = +3. Calculam f(—3) = —3 fi3) = 3
si TEIEDO fz) = L — i 0. Intocmim tabelul de variatie a functie f.
—00 -3 3 +00
f(z) - 0 + 0 -
1 1
fll@)] 0 N =2 7 2 N 0
3 3
Din tabelul de mai sus rezulta cd x = —3 este punct de minim local pentru f si ¢ = 3

punct de maxim local pentru f. Constatam ca n = 2.
Suma primilor k& termeni a unei progresii geometrice cu primul termen b; §i ratia ¢ # 1

k — ~
este data de Sy, = by - g . In cazul nostru by = 1 i ¢ = n = 2, iar suma ceruta este
252 1
S =S55=_51)= 51 =210 _1=1023.

Raspunsul corect este . 1

Problema 8.7 Se considerd functia f : R — R, f(z) = xv/x? — 1. Dacd

M =max {f (z) | z € [-2;1]},

atunci:
a) M =0;
27

b) M =\ —;
)= i[5

V540
c) M = ;
d) M =1;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

5x2 — 3

. 2
Raspuns si rezolvare. Avem f'(z) = V12 —1+z a =
3 f/(x271)2 3 \3/(:1:2*1)2
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Rezolvam ecuatia f'(z) = 0 si obtinem solutiile z = :I:\/g . Avem tabelul de variatie:

T —00 —2 -1 - % 0 g 1 +00
[ (x) + + + |+ 0 - - - 0 + |+
fl@) |- ~ ~ 7~ 0 /7 f (—\/§> N0 <\/§> 0 +oo

5/3 27 \/ 54 540
Cum f V5~ 125 5
Raspunsul corect este . 1

2 —3r+42
Problema 8.8 Dacd T' = min {% | z € (0, 6)}, atunci:
x

a) T =—1;

b) T =26 —5;

c) T =0;

2
d) T = ?7
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
2 _
Raspuns si rezolvare. Fie f:(0,6) = R, f(z) = %
_ 2 _ 2 _
Avem f'(z) = Qe-3)(=+1) 2m R e 5 5, iar ecuatia f'(x) = 0, sau
(x+1) (x+1)

echivalent 22 + 22 — 5 = 0 are solutiile 71 5 = —1 & V6. Avem tabelul de variatie:

x 0 -14+6 6
f'(x) | - 0 + 2(\)
f () 12 N\ f(-1+v6) 7|

(-1+v6) +3-3v6+2 125V
—1+V6+1 \/6 —wees

Raspunsul corect este . 1

Problemi 8.9 Se considerd ecuatia In*z — 3Inz + 1 = 0. Dacd n este
numdrul de solutii ale ecuatiei in intervalul [1,€?], atunci:

Deci T = f (-1+6) =

a)n=1;
b)n=2;
c)n=3;
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d)n=0;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Rispuns si rezolvare. Fie f : [1,e?] = R, f(z) = In? z — 3Inx + 1, functie care
este continua pe [1,62}. Calculam

f1) =1
f(e?) =’ —3mme*+1=4-6+1=-1

si observam c& f(1) - f(e*) < 0. Rezultd 3¢ € (1,€?) astfel incat f(c) = 0, conform
proprietatii lui Darboux. Demonstram ca c este unica solutie a ecuatiei in intervalul
[1,e?]. Avem
1 3 1
"(z) =2Inz-— — —=—(2Inx - 3).

fe) = 2o~ — = ~(2le-3)
Rezolvam ecuatia f'(xz) = 0 si obtinem solutia z = ¢3/2 = \/e3. Intocmim tabelul de
variatie a functiei f.

T 1 e3/? e?
I (z) - - 0 + +
f(z) LN f(ef?) A
5
Calculam f (63/2) =-1 < 0. Din tabelul de variatie constatam ca c € (17 63/2) este unica

solutie a ecuatiei f(z) =0 in intervalul [1,€?].

Raspunsul corect este . 1

1
Problema 8.10 Fie functia f : R - R, f(x) =e* - (22 —x — 77) Dacd

notam cu m valoarea minima si cu M wvaloarea mazima a functiei f pe in-
2 - 2 -
tervalul [—5, 1], atunci valoarea o = <1n = +1In |M|> + (ln T +1In |m|>
este egala cu:
(l) E,’
b) 12;
c)8;

-1
Vs
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
17
Riaspuns si rezolvare. Avem f/(z) = 2¢2* (xz - — 2) +e2®(2z — 1)
Rezolvam ecuatia f'(z) = 0, unde

fl@)=e* (22 —22 - 1T+ 22— 1) = f'(z) =* - (22* —18) =2-€*" - (2* - 9).
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si obtinem solutiile z = +3. Calculam

17
17 Pi-a-0 = 2¢ — 1
: _ 1 20 (2 _ . 20 g 2 = _
xEIEloo f(l‘) o xEIEloo € r r 2 ) ZL’EIPOO e=?* xEIEloo —2e—2z x—}foo 4e—2x
17
lim f(z) = lim e** <x2 —x— ) =00
7 5 17 33
precum si f(—3) = Te% f(3) = —2e%  f()= —e?=m;  f(-5)= Dol
Intocmim tabelul de variatie a functiei f.
—0o0 -5 -3 1 3 400
7(x) ¥ + + 0 - - - 0 ¥
33 17 5
fl@) | 0 36710 Sose N *362 p *566 /!
M m
Din tabelul de variatie constatdm cid x = —3 este punct de maxim pentru f pe [—5,1] cu

7
valoarea maxima M = f(-3) = 56_6. De asemenea x = 1 este punct de minim pentru f

1
pe [—5, 1] cu valoarea minima m = f(1) = 7?762. Avem
a = lng+ln|M| - + ln3+ln|m| - =
T 17 B

(2 T\ (w2 ey oL L
AP "172°) TTeTaT 12

Raspunsul corect este . 1

1
Problema 8.11 Fie f:[e 2,e*] = R, f(z) = i
Daca A=TImf = {f (x) |z € [e?, €]}, atunci:
S
A= |=,2(;
o a=52];
b) A= (0,5);
c) A=10,1];
S
Q) A=|1];
) 57 )

e) miciuna dintre variantele de rdaspuns de mai sus nu este corectd.
Rispuns si rezolvare. Problema cere Imf = {y € R |3z € [e72,€?], f (z) =y}.
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1

Calculam f’ (x) = ——————— si obtinem tabelul de variatie a functiei f:
z(3+1nx)
z e 2 e?
[ (z) — 1
fz) |1 N\ 5

1
Rezultda A =Imf = {5, 1} conform proprietatii lui Darboux aplicata functiei continue f.

Raspunsul corect este . 1

2
1
Problema 8.12 Se considera functia f : D — R, f(x) = ﬂ, unde
T

D este domeniul maxim de definitie. Daca y = mx + n este asimptota oblica
la graficul functiei f si o« = m - n, atunci:

a) a=0;
b) a=1;
c)a=2;
d) o = —2;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem

2
1
lim f(:c): lim S totl

m = — =1si
r—+too I r—+o00 I2 )
1 1
n= lim [f(z)—mz]= lim (W:z:> = lim Tt =1
r—+oo r—+oo x r—+oo x

Rezulta oo = 1.

Raspunsul corect este . 1

x

Problema 8.13 Consideram functia f : D — R, f(z) = PR unde D
x —

este domeniul maxim de definitie. Daca = m + n, unde m este numdrul

astmptotelor verticale ale lui f st n este numarul asimptotelor orizontale ale

lui f, atunci:

a) B=1;
b) B=2;
c) B=3;
d) f=0.

Raspuns si rezolvare. Deoarece D = R\ {—1,1} = existd posibilitatea s avem
asimptote verticale.
Deoarece
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T -1

ls(-1)=f(-1—-0)= 1 = I = = —
(D) =f=1=0) = lim flo) = m o—e ey = 0. -
r<—1 r<—1 1
x _
lg(=1)=f(-1+0) = 1l =1l = =
) =0 = o S0 = ey T e
= x = —1 este asimptota verticala.
L(1) = /(1 —0) = lim f(x) = —o0
T—
<1 _ . v . o
la(1) = f(1+0) = hml Fl@) = +oo = z = 1 este asimptota verticala.
1
Constatam cad m = 2. Deoarece lim f(z) = lim f(z) = lim 296 =0=y=
T——00 T—00 z—too 1

(axa Ox) este asimptotd orizontalad. Avem n = 1. Rezultd S =241 = 3.

Raspunsul corect este . 1

2

Problema 8.14 Flie functia f : D C R — R, f(x) = 2x—+1
r? —2axr +a

D C R este domeniul mazxim de definitie si a > 0. Daca ag este valoarea
parametrului a pentru care graficul functier f admite o singura asimptota
verticala de ecuatie x = xq, atunci:

a) ag = o;

b) 2xg = ag > xp;

c) ag < To;

d) ag > 2xg;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

, unde

Raspuns si rezolvare. f admite o singurd asimptoti verticala daci ecuatia 2 —
2ax + a = 0 are o singura radacina reala <

A=0 _nax0 .

< A = 4a® — 4a = 4a(a — 1) }:>a(a1)0:>a1:>a0
At 'f()_ﬁD—R\{l} Calculdm lim f(z) = lim f(z) = li 4l
unci xi(x—l)Q’ = - Caleuldm lim f(z) = lim w7x1—>m1(x_1)2*

<l z>1
— = +o00. Constatam ca x = 1 este asimptota verticala si zg = 1. Este adevarata doar

04
Raspunsul corect este . 1

afirmatia ag = xg.

am3

(b+ ca)?*’

este domeniul maxim de definitie. Daca y = x — 2 este asimptota la graficul

Problema 8.15 Fie f : D —» R, f(x) = unde a,b,c € R* gi D

a
unctier f spre +00 st o« = — + —, atunci:
Junctiei f sp $ 2t
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a) a = —1;

b) a = —2;
c)a=2;
d) o =1;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Dreapta y = mx +n este asimptota oblica la graficul functiei

Gy spre 400 daca exista m = lim J@) € R*gsin = lim [f(z) — mz] € R. Asimptota
r—00 I T—00
oblica y =z —2 are m =1 si n = —2. Atunci
. f(x) i azx® i az? a
m=lim ~-~“2=1lm —— = lim ——— =
T—o0 I z—oo (b+cx)?-x  z—00 2x?+ 2bcx + b2 2
: _ ax3 . ax® — x (Px? + 2bex + b?)
n= lim |f(z) —ma] = lim {(Hm)z - 4 = Jim, b+ )
. ax’ — 2a’ — 2bex? — b2x 2bc 9 dack 2
= lim =——=-2--,dacia—c*=0.
z—r00 22 + 2bcx + b2 c? c’

b
Caleulim a = & + - =m+ 5 =1+1=2,
C C

Raspunsul corect este . 1

1
Problema 8.16 Fic f: D — R, f(1) = ———— a,b € R unde D
2 +ax+b
este domeniul maxim de definitie si
A={(a,b) e RxR| f are un extrem in x =1 i are asimptota verticald x* = —2} .

Pentru (a,b) € A daca S este suma valorilor functiei f in punctele de extrem,
atuncs:

a) S =1;
ST
C) S = 3;
3
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. f are asimptota verticalda in x = —2 daca si numai daca

4 —2a+b=0. Tinand cont ca b = 2a — 4, calculam
22 +2x—a+4
(22 + ax + 2a — 4)*

fa)=-

Conditia necesard de extrem a functiei f in @ = 1 cere ca f'(1) = 0. Ecuatia, astfel

obtinuta,
a—17

(3a —3)°
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are solutia a = 7, de unde deducem b =10 si A = {(7,10)}.

z+1 —22 -2 +3
Asad =TT )= T T ETY DR {—5,—2) si tabelul
sadar f(0) = o0 /@) (22 + Tz + 10)° ~ J i tabeln
de variatie
T —00 -5 -3 -2 1 00
(@) - | = 0 + 1T + 0 =
1
(@) N LN Lo SN
min max
< 1 10
RezultaS:f(—3)+f(1):1+§:5‘

Raspunsul corect este . 1

Problema 8.17 Se considerd functia f : R — R, f (x) = va* — 22. Dacd
2

dreapta y = mx + n este asimptota oblica spre —oo a funciei f siT = —,
n

atunci:

a) T =1;

1

b)) T = —:

) 147
T =—:

c) 3
d)T=9;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem

3 — 2 1
m= tim T o gy VT oLy
T——00 I T——00 x T——00 x
R S
n= lim (f(z)—mz)= lim (Va?—22—-2)= lim =

2
- 1
= lim z =—c.

z~>oox2(3(1_a1:)2+31_i+1> 3

m2

Asadar T'= — = 9.
n

Raspunsul corect este . 1

Problema 8.18 Consideram functia f: R — R, f(x) = 2% — 5z + 5. Dacd
M (x0,0) este punctul in care tangenta la graficul functiei [ este paraleld cu
dreapta y = —3x + 1 g1 B = ¢ + o, atunci:
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a) =-—1

b) =1
c) =0
d) B =2;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. my = —3 este panta dreptei d : y = —3z + 1. Fie d’ :
Yy —yo = ma (z — xo) ecuatia tangentei la G in punctul M (zo,yo). Atunci

d'||d
f’ ({E()) = mgy Z‘ mq = -3.
Dar
- 2By —a2+5x0—5
my = f/ (xO) — lim f(x) f('ro) — lim z T — Xy + 9%
5 $—>2$0 5 Tr — X T—To Tr — X 5
i o0 5@ ) oy, @ma)@d =), 0
T—x0 xr — o T—To T — Xo
Ecuatia 2zg — 5 = —3 are solutia unica xy = 1.
Deoarece graficul functiei f trece prin punctul M (zo,y0) = f(z0) = yo = yo =
f)y=1=8=2.
Raspunsul corect este . 1
y . ‘ b w?+1
Problema 8.19 Fie functia f : R\ {——,0p = R, f(x) = ————, unde
a ax? + bx

a € R* si b€ R. Daca parametrii reali a, b sunt astfel incat graficul functier
f trece prin punctul M (1,1) i in acest punct tangenta la graficul functiei f

are panta egala cu 1 $1 o = m, atuncu:
a
a) o =1;
b) a=—1;
c) a=—2;
d) o = 2;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Graficul functiei f trece prin punctul M (1, 1) daca si numai
daca f(1) = 1. Obtinem ecuatia

2
a+b

1=f(1) =
Fie d tangenta la graficul functiei f. Ecuatia tangentei la G in punctul M(1,1) este:

d:y—f(1)=f()(x—1),cumg=f'(1)=1.
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2z (ax® + bx) — (¢® +1) (202 +b)  2az® + 2b2% — 2a2® — ba? — 2az — b

!
€T = =
f@) (ax? + bx)? (az? + bx)’
- br? — 2ax — b
(az? + bx)?
2
Conditia f’(1) = 1 conduce la ecuatia - f(1) = 1. Am obtinut sistemul
(a+b)?
a
2
(a+b)2 . Solutia unicd a acestui sistem este a = 5 = —25ib=2+2 = 4.
a+b=
4
Rezulta a = 3= 2.

Raspunsul corect este . 1

1
Problema 8.20 Fie functia f : R — R, f(z) = 3 (2* — 122 + 16). Dacd
parametrul m € R este astfel incat ecuatia f(x) = m are trei solufii reale
distincte, atunci:
a)m < 0;
b) m=0;
32
c)me (0, —
je(0.5)
32
e) niciuna dmtre variantele de raspuns de mai sus nu este corecta.
Raspuns si rezolvare. Reprezentam grafic functia f.
GyNOx: fl)=0 ©a3—42-8r+16=0
Sao(a?-4)-8(z—-2)=
@(x—?)(z + 2z —8) =
s ((x—-2)?% (z+4)=0

:>£L'1—£E2:2, xr3 = —4
16
GrNnOy: f(0) =
1
lim f(z) = lim = (2® —122+16) = +o0
ree w00 3 1 = nu existd asimptote orizontale.
lim f(z)= lim = (2®—122416) = -0
T——00 r——00 3
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f continua pe R = 7 asimptote verticale.

f derivabila pe R = f/(z) = 2% — 4. Y w
Rezolvim ecuatia f'(z) =0 22 —4=0= 2 = £2.
f(z) = 2.
Rezolvim ecuatia f(x) =0=z =0. 32/3
16 32
1(0) = 55 F(-2) = 555 £(2) =0.
Intocmim tabelul de variatie a functiei f. 16/3
x —00 -2 0 2 400 .
f'(x) + o - — — 0 +
32 16
f(a?)—oo/‘?\r‘?\r‘O/‘—koo -4]_202
f"(x) - 0 +

e daca m < 0, atunci dreapta y = m intersecteaza graficul functiei f intr-un singur
punct = ecuatia f(z) = m are o singurd radacind reald .

e dacd m = 0, atunci dreapta y = m (axa Ox) intersecteaza graficul functiei f in doud
puncte distincte = ecuatia f(z) = m are doud radacini distincte 1 = —4, x9 = 2.

e daca m € (0, % , atunci dreapta y = m intersecteaza graficul functiei f In trei
puncte distincte = ecuatia f(x) = m are trei rad&cini reale distincte.

e daca m = —, atunci dreapta y = m intersecteaza graficul functiei f in doua puncte
distincte = ecuatia f(x) = m are doua radacini reale.

e daca m > —, atunci dreapta y = m intersecteaza graficul functiei f intr-un singur

Raspunsul corect este . 1

Problema 8.21 Se considerd functia f: R — R, f(x) = 2296 + 25 — 7.
Fie n numarul punctelor de extrem local ale functiei f. Atunci:

punct = ecuatia f(z) = m are o singurd radicing reald.

a)n=3;
b)n=2;
c)n=1;
d)n=4;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Rispuns si rezolvare. Avem: f'(x) = 2006 - #20% + 62° = z° (200622°° + 6)
x —00 0 +00
/' (z) - 0+
flz) | =0 No =T oo

Rezulta n = 1.

Raspuns corect: . 1

In(2? —4z+5),2 <1

Problema 8.22 Fie f:R — R, f(x) = { (r—1)e, 7> 1
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Daca n este numarul punctelor de extrem local ale functier f, atunci:

a)n=0;

b)n=1;

c)n=2;

d)n=3;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
20 —4

Raspuns si rezolvare. Avem [’ (z) = { m,x1< ! , (@) <0V <1si
T-et, x>

f'(z) >0,Va > 1. Rezultd n = 1.

Raspuns corect: . 1

Problema 8.23 Fie M multimea punctelor de extrem local ale functiei
fiR—R, f(x)=(22+1)-e Y. Daci P = Z |z|, atunci:

zeM
a) P=2;
b) P=1;
c) P=28;
d) P=5;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

2 r—1
5 i . = (22 e~z = Al e sl
Raspuns sirezolvare. f: R — R, f () (x + 1) e { gxz F1) et > 1

f este derivabila pe R\ {1} si

, - 2:1:-6‘”_14-(;102—1—1)6‘”_1, r<1l (a?—&-l)z'@x_l, <1
fi(x) = = 2
20-e' 7T — (2 +1)e" 7, x>1 —(z =12, z>1

x —00 -1 1 00
I + 0o+ | -

f Va Max N
M={1} = P=1.

Raspuns corect: . 1

Problem3 8.24 Se considerd functia f,p : R = R, fop(x) = a™b'" +
bal™®, a,b >0, a#b, a#1#0b. Atunci:

1
a) (5, 2V ab | este punct de minim local;

1
b) (5, \/%) este punct de mazxim local;
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1
c) (—5, \/%) este punct de minim local;

1
d)(_ﬁ’ 2\/@) este punct de maxim local;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Derivand functia se obtine:
T T 2z
@ = (Y o (P) = em () wam 2 (2) = (D) pm® —am (2
f“’b(x)_[b<b) +a(a> }_blnb(l) +a1na(a> _(b) [blnb alnb(a '
a\?® . , .
Deoarece (3> > 0, ecuatia f, , () = 0 devine:

b\** b 1 1
() = - = I = — )i fa b () = 2\/ ab.
a a 2 A\ 2

Se observa ca fop () = fo,0 (), V2 € R gl nu are importanta relatia dintre a si b.

R 1
In baza semnului derivatei, rezulta ca (2, 2v/ ab) este punct de minim local.

Raspuns corect: . 1

1
Problema 8.25 Fie [ : [e™?, ¢} — R, f(z) = T Daca n este
nzx

numarul punctelor in care tangenta la graficul lui f este paralela cu dreapta
de ecuatie x + 9y — 4 = 0, atunci:

a)n=0;

b)n=3;

c)n=4;

d)n=1;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Réspuns si rezolvare. Se calculeazd [’ (z) = ———— , z € (e 2, ¢?).
z(3+1Inx)

Ecuatia tangentei in punctul xg la graficul lui f este:
y— [ (z0) = ' (20) (x — o).

1
Conditia de paralelism se poate scrie: [’ (zo) = —g = %o (34 1nz)° =9.

9
Noténd ¢ = Inz, deci ¢ € [~2,2], avem ecuatia (¢ + 3)* = —.
e

Prin metoda grafica se observa ca unica solutie a ecuatiei anterioare este t = 0 —>
ro=1 = n=1.
Raspuns corect: . 1

—x
Problema 8.26 Consideram functia f: D — R, f(x) = ——, unde D
este domeniul maxim de definitie. Daca «q este valoarea lui o astfel incat
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graficul functiei f admite un punct de infleviune in x = —1, atunci log, oy
este:

a) 1;

b)3;

c) —3;

d) —1;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Riaspuns si rezolvare. Din conditia a — 23 > 0 deducem = € D = (—oc0, ¢/a). Este
necesar ca —1 € D. Atunci « (deci si ) sunt din intervalul (—1,00). Calculdm

2% 4 2a
flla)=———"=
2 (a—x3)>2
" 3 {E2 (‘T3 + 801)
f ($> = ~1 .5
(a0 — 23)2
ce ey . 3(8ar—1) o . o .
Conditia f”(—1) = 0 conduce la ecuatia —————~ = 0 a carei singurd solutie este
4(a+1)2

1
oy = g S (—].,OO).

1
Rezulta log, ag = log, 3= —3.

Raspunsul corect este . 1
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9 C(Clasa XII - Primitive

Problema 9.1 Fie F o primitiva a functiei f : R — R, f(x) = 2z —3e” +1.
Atunci:

a) F(z) =222 -3e"+1+C, C € R;

b) F(z) =2 —-3e"+x2+C, C €R;

¢c) Flx)=12* -3¢ +z+C, C €R;

d) F(v) =2z —3e¢"+1+C, C € R;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Determinam multimea primitivelor functiei f :

2
F(z) = /f(x)d:t = /(236 —3e"+1)dx = /2xdx—3/e”dw+/ ldx = 2~%—36”"+x+0,

unde C' € R. Prin urmare F(z) = 2% — 3e* + 2+ C, C € R, este o primitiva a functiei

Raspuns corect: . 1

Problema 9.2 Fie F' o primitivd a functiei f : R — R, f(z) = 22 +2% -2,
care verifica relatia F(0) = 0. Atunci valoarea functiei F' in punctul 3 este:

o) F(3) =3+ ——

£,

1%2;
b) F(3) = —
P =5+ g
F —Q_ .

8
d) F(3) =3 — —:
) F(3)=3- .

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Determindm multimea primitivelor functiei f:
xT

F(z)= [ f(z)dz = [ (2* + 27 — 2)dz = [2?dz+ [ 2°de— [ 2dz = m—3—|—2——2x+0,

3 3 In2
2.'L‘

unde C € R. Prin wrmare F(x) = % + s 2z 4+ C, unde C € R.
1 1

Din conditia F(0) = 0 se obtine ) +C=C= L3 de unde se obtine
n n

3 27 1 7
Flr)=—+4+ — —2x — —. Pri F(3) = —
(x) 3 + g~ 2%~ j g Prin urmare (3) =3+ 3

Raspuns corect: . 1
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Problema 9.3 Fie F o primitivd a functiei f : (0,00) = R, f(z) = In® 246.
Atunci:

a) F(z) =zIn*2 — 3zn*2 — 62 Ina;

b) F(z) =xIn®z 4+ 3xIn*z — 62 In;

¢) F(z) =zIn®z + 3zIn®z + 62 In;

d) F(x) = rIn®2 — 3zIn*2 + 62 Inx;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Deoarece F : (0,00) — R este o primitiva a functiei f, rezulta
ca F este

derivabild gi F'(z) = f(x), Vz € R.

Derivand functia de la punctul a) se obtine:

F'(z) = (zIn’z — 3z I’z — 6;vln33)/ =z —12Inz — 6 # f(z).

Derivand functia de la punctul b) se obtine:

F'(z) = (xln3:1: +3zIn’z — 6xlnx)/ =z + 6’z —6 # f(x).

Derivand functia de la punctul ¢) se obtine:

F'(z) = (zIn®z + 3z In” z + 6xlnx)/ =z 46z +12Inz+ 6 # f(z).

Derivand functia de la punctul d) se obtine:

F'(z) = (a:ln?’z: —3zln®x + 6:1:lna:)/ =1’z +6=f(x)

Prin urmare F(z) = zIn® z — 3zIn? 2 + 6z Inz este o primitivi a functiei f.

Raspuns corect: . 1

Problema 9.4 Fie F o primitiva a functiei f : (—00,2) — R, f(z) =
1

Va2 —8x + 12

F in punctul —2 este:
a) F(—2) =In (6 — 3v3 + 4v2 — 2V/6) ;
b) F(—2) =1n (6 +3v3 — 4v/2 — 2V/6) ;
¢) F(=2) =1In (6 +3v/3 — 4v/2 + 2V/6) ;
d) F(—2) =1In (6 — 3v3 + 4v2 — 2V/6) ;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

, care verifica relatia F'(0) = 0. Atunci valoarea valoarea functiei

Raspuns si rezolvare. Determindm multimea primitivelor functiei f:
1
F(z) = r)der = | ———=da = dr = | ———=dz =
() ff() f\/I2781’+12 f\/l‘278117+1674 f ($_4)2_22
1
:f—-(:v—él)/dx:ln
V(@ —4)? — 22

:1n|x—4—|—\/x2—8x+12|+0, unde C € R.

z—4d+4/(z—4)>-22|4+C =
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Din conditia F(0) = 0 se obtine In|-4+ V12| +C =0 = C = In(4—V12) =
ln(4—2\/§).
Prin urmare F(z) = In |z — 44 V22 — 8z + 12| — In (2v/3 — 4) si
F(m):ln‘—6+¢3§|—ln(4—2ﬁ):1n(6—\/3>2)—1n(4—2\/§)zlniijgz
(6 — 4v2) (4 +2V/3) (6-4v2) (4+2v3) | (6-4v2) (4+2V3)

= In = In = In =

(4—2v3) (4+2V3) (4—2v3) (4+2V3) 12— (23)°
=In (6+3v3—4v2—2V6).
Raspuns corect: . 1

1
Problema 9.5 Fie F' o primitiva a functiei f : (0,00) = R, f(x) = :C—z .
x

Atunci: )
z)=Inz+ —+C, unde C € R;
x

T2

()
1
b) F(z) =Inz — = + C, unde C € R;
1
() =lnz — — 4+ C, unde C € R;
x

1
d) F(r) =Inz + — + C, unde C € R;
T

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Determinam multimea primitivelor functiei f. Pentru z €
(0, 00) avem:
z+1 1 1 1 1
F(z) = [f(x)dz = [ > dr = f<m+x2)dx = f;derfﬁdx = In|z| +

Jax2de+C =
-1

1
:lna:—&-x_—l—&-C:lnx—;—i—C’,undeC’ER.

1
Prin urmare F(z) =Inx — — + C, unde C € R.
x
Raspuns corect: . 1

Problema 9.6 Fie F' o primitiva a functiei f : (—oo,—1) — R, f(z) =

1‘2

r+1
Atunci:
a) F(x):%—:v—l—ln(—x—l)%—C, CeR;
2

b) F(m):%—l—x—i—ln(—x—l)—ka CeR;
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132

c)F(a:‘)z;—:c—ln(—x—l)—i—C?C’ER;

2

d) F(m):%+w—ln(—x—1)+C,C’ER;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Determinam multimea primitivelor functiei f. Pentru z €

(—o00, —1) avem:
1—|—1
=[f(x dx—f d f 74 =
=/ x—ldx+ln|x+1\+0—?—x—|—ln( z—1)4C, unde C € R.
2
Prin urmare F(z) = S MY (—x—1)+ C, unde C € R.

2

Raspuns corect: .

Problema 9.7 Fie F o primitiva a functiei f : (=3,3) — R, f(z) =
2x +1

xr2

-9’

care verifica relatia F(0) = 1. Atunci:

a) F(m):ln(Q—x2)+éln(i+3) +21n 3;
1 -

b) F(x):ln(Q—xz)—gln <i+3) —2In3;

¢) F(z) zln(9—x2)+%ln @1;) +2In3;
1 3—w

d) F(z) :ln(9—x2)+61n (a: 3) —2In3;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Fie F : (—3,3) — R o primitiva a functiei f.
Pentru z € (—3,3) avem:

2r+1
w):2ffxdx:fx279dx: x2 9dac+f 5 gda::
(x*=9) x—3
= dz 71 — |+ C=1 -9 1 C=
| ey detggh +3+ nfa? ~9] + 5 arETi

1 3—=x
:1 — 2 71 R.
n(9 x)+6n<x+3>+0,undeC’€

Din conditia F(0) = 1 se obtine ln9—|—C— 0=C=-In9=—-1n3>=—-2In3.

Prin urmare F(z) =In (9 — 2?) + 71 (3 x) —2In3.
Raspuns corect: . 1

6 +3
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Problema 9.8 Se considerd functia f : [1,00) — R, cu proprietatea
4a3 + 3%\ /r — 22 + 1
F(x) = v

NV € [1,00). Atunci:

a) f(z) =42 +3zy/z —2Inz — 1 + C, C € R;

b) f(z) =2z*+4a/x —2Inz+ 2+ C, C €R;

¢) f(z) =42% 4+ 3z\/z —2Inz+ - + C, C € R;

d) f(z) =222 + 2z/z —2Inz — - + C, C € R;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Functia f ce verificd relatia din enunt este o primitiva a
4o’ + 3%\ /r — 2z + 1 4a3  32? 2 1
functiei f' : f@)=[f(x)dz = [ ik s dxzf(i—i— x\/%—m—i—)dx:
T

2 2 2 x?

f<4x+3x52+x2>daz4fx1dx+3fx5dx2f1dx+fx2dx
x x

141 —241

2

x  _ola]+ =
2

:4.74_3.? _2+1+C,Vxe[1,oo),undeC€R.

2
1
Prin urmare f : [1,00) = R, f(z) = 222 + 22/ — 2Inx — = + C, unde C € R.
x

Raspuns corect: . 1

Problemi 9.9 Dacd functia f : (0,00) = R, f(z) = 2? (aln’z + blnz + ¢)
este o

primitivd a functiei g : (0,00) = R, g(x) = x1n® z, atunci valoarea expre-
siel

S =a?+b* + 8¢ este:

a) 1;

b) 2;

c) 3;

d) 4;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Deoarece f este o primitiva a functiei g rezulta ca f este
derivabila si
| b
f(z) = g(z),Vz € (0,00) <= 2z (aln*z + blnx + ¢) +2? <2anx + > =zln’zr <
x x

& (20 —1)zn*z + (2b+2a)xlnz + (2 +b)z = 0,Vz € (0,00).

20a—1=0 1 1 1
Prin urmare { 2b+2a=0 =a=-,b=—-,c=-=S=a2+b>+82%=1.
_ 2 2 4
2c+b=0

Raspuns corect: . 1
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Problema 9.10 Fie functia f : R — R astfel incat f'(z) = = + 121 i
f(0)=11.
265 — 21 (1

Atunci #f() + f(2) este:

a) 235;

b) 245;

c) 255;

d) 265;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Avem ca:

2
f@) = [f(zx)dz = [(z+121)dx = % + 121z + C,unde C' € R. Din conditia
£(0) =11 rezulta
C =11 PQrin urmare

265
f(z) =2 +1212 + 11, de unde f (1) =

5 =5 [(2) =255

Raspunsul corect este . 1

Problema 9.11 Fie F': (0,00) — R o primitiva a functiei f : (2,00) — R,
—z+ 11
f(z) = f—+, astfel incat F(3) = —81In2. Atunci:
e

a) F(8) =2In3 — 31In5;

b) F(8) =3In2 —51n 3;

c) F(8) =2In5 — 31n2;

d) F(8) =3In5—5In2;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Deoarece F' este o primitiva a functiei f, rezulta ca
—xr+11

Consideram ecuatia 22 — 2 — 2 = 0, care are radacinile 1 = —1 §i x5 = 2.
Utilizand descompunerea in factori a functiei de gradul al doilea rezulta:
22— -2=1-(z—m)(z—12) = (x+1)(x —2).
Folosind descompunerea in fractii simple, se obtine:

—z+11 A B Alx —2)+ B(z+ 1)

= = < A(x—2)+B 1) =— 11.

2-—z—-2 x+1 z-2 (z4+1)(z—-2) (z=2)+Bl+1) v
Pentru x = —1 rezulta —34 =12= A = —4.
Pentru x = 2 rezulta 3B =9 = B = 3.

Prin urmare integrala devine:

—4 3 1 1
F(z) = + =—4 + = —4In|z + 1|+31n |z — 2|+
(x) f(x 13 2>dx fa: 1da: 3fx de n|z |[+31n |z |
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unde C' € R.
Din conditia F'(3) = —81n2 se obtine F'(3) = —4In4 4+ C = —81In2, prin urmare

C=0si F(8 =3In2—-5In3.
Raspuns corect: . 1

Problema 9.12 Fie F o primitiva a functiei f : (1,00) — R, f(z) =
1

o+ 203
Atunci: 1 . ) )
a)F(x):%lnx_xi_z—zll—x—l—?—FC,CeR;
b)F(x):§ln$}_2+%—@+C,CER;
C)F(x):%lnx$2—%+@+C,C€R;
d)F(x):§lnx+2+ﬂ—4—x2+C’,CG]R;;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

1

Raspuns si rezolvare. Functiei f se mai poate scrie: f(z) = W
3 (x

Folosind formula de descompunere in fractii simple, se obtine:
1 —é4~§ EZ+ D Ax®(x+2)+ Bx(z+2)+C(z+2) 4+ Da?
Ba+2) = 22 23 x+2 3 (z+2)
prin urmare
Az? (x+2)+ Bz (z+2)+C(z +2)+ Dx® =1 & Ax3 + 2422 + B2? + 2Bz + Cx +

20+Dx3=1=

)

1
D=—-
A+D=0 1
2A+B=0 A=g2
=
2B+C =0 p__1L
2C =1 14
C==
Fie F' o primitiva a functiei f. Rezulta

1 1 1 1
{8 4 9 ] 1.1 1
F(z)=[f(z)dz = [ %+7§+%_xi2 dx:§f5dx—1fx_2dx—|—

1 1 1
de =<1 — - — -1 2|+ C.
x+2x 8n|:17|+ x x 8n\:z:+ I+

1 1
Deoarece f : (1,00) — R, se obtine F(x) = 3 In 3 + YT + C, unde C € R.
x r A4z

Raspuns corect: . 1

1, L1

88



2e* + 3

Problema 9.13 Fie F' o primitiva a functiei f : R — R, f(z) =

14+e
Atunci:
a)F(x):ex+1n(e +1)+C, C eR;
b) F(z) =2e* —In(e*+ 1)+ C, C € R;
c) F(z) =¢" —|—21n(e“+1)+C’,CER;
d) F(z) =2¢"+In(e"+ 1)+ C, C €R

Raspuns si rezolvare. Deoarece F' este o primitiva a functiei f, rezulta ca
2e” +3

= [ fz)dz = [ 1 _'_efxdx
Vom folosi schimbarea de variabila: 1
e =t= 1z =1Int = z/dz = (Int)'dt =dz = ;dt.

Astfel, problema se reduce la calculul integralei nedefinite:
2t+3 1 2t +3 20+2+1 2t 42
Gt)= | —— - =dt = dt = dt = dt —dt =
®) f1+tl—1 t ft—i—l J t+1 ft+1 +ft+1
:f2dt+ft+—1dt:2t+1n|t+1| + C, unde C € R.

Pentru t = e” se obtine:
F(z) =G(e") =2¢" +Inle” + 1|+ C =2e* +In(e* + 1) + C, unde C € R.

Raspuns corect: . 1

Problema 9.14 Se considerd functia f : R — R, f(x) = |22 — 3].
Atunci multimea primitivelor functiei f este:
(

3
2243z + C, r < =
a) F(x) = % , C eR;
9
2 —-3x+=--C, x> =
\ 2 2
( 3
—22 4+ 3z + C, < =
b) Fz) = 5 . CeR;
9
P -3r+=-+C, v>-
\ 2 2
( 3
—22+ 3z +C, z < =
¢) F(z) =1 2, 3 c §,C€R;
\x — x+§— ) x>§
( 3
—22 4+ 3z + C, Tz < =
d) F(z) = g ,CeR;
3
:172—3x+§+0, T> g

\
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
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—2x+3, =<
Raspuns si rezolvare. Explicitdnd modulul, se obtine: f(z) =

8

2x — 3,

Fie F o primitiva a functiei f. Atunci rezultd ca F este derivabild si F'(x) = f(

B0l caol w

>
v

-

€

3
J (=22 + 3)dx, < =

Prin urmare F(z) = % =
J (22 — 3)dz, z> 3

—224+3zx+C;, z<

DN Lo | W

22 -3z +Csy, x>

Deoarece F' este derivabila, rezulta ca F' este continua in punctul 2 prin urmare

9 9 9 9 9
_Z+§—Cl—z—§+02:>02—§—01.

22432+ C, x <
Daca notam C; = C, se obtine F(z) =

N G| Lo

9
132—31‘—1—5—0, T >
Raspuns corect: . 1

Problema 9.15 Se considera functiile f : R — (0,00), care verifica relatiile
f'(x) =3f(2),Vz € R si f(0) = 1. Atunci valoarea expresiei E =1In f(3)
este:
a) 3%
b) 3!
c) %;
d) In3;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Deoarece f : R — (0,00), avem f(z) > 0, Vo € R. Rezulta
ca relatia

f'(x) = 3f(x) se poate imparti prin f(x) si se obtine: J;((f)) = 3,Vz € R, prin urmare
J J;l((;c))dx = [3dz < In|f(2)| =32+ C,C € R <> |f(z)| = 317, C e R.

Cum f(z) > 0, Vo € R, rezulta f(z) = 3¢ C € R.
Din f(0) = 1 se obtine C = 0 si de aici f(z) = e3%,Vx € R.

Rezultds E =1In f(3) =Ilne = 1.

Raspunsul corect este . 1

2 4+3%, <1

1
+3a, x>1 e e R,
T+ 3

Problema 9.16 Fie f :R = R, f(x)
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o functie care admite primitive. Atunci valoarea parametrului a este:

) 3

3
d _ .
)4?

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Deoarece f admite primitive, rezulta ca existd o functie
F:R—R,
astfel incat I derivabild si F'(z) = f(z),Vx € R. Prin urmare

J (x3 + 3:’3) dz, r<1 3T
F(x):{f< 1 = Z"_m—i_ch <1 Deoarece

x+3—|—3a>dx, z>1 In(z+3)+3ax+Cy x>1

1 3
derivabila, rezulta ca F continua in punctul 1, prin urmare 1+ﬁ+01 = In4+3a+Cs.
n

1
Din conditia ca F' sa fie derivabila rezulta: 4 = 1 +3a = 3a = T prin urmare a = 1

Raspunsul corect este . 1

Problema 9.17 Se considerd functia f: R* - R, f(x) = 23 + ﬁ

<
Fieg: R =R, g(x) = { f(5f:151—:|2,2) i > 8 st G o primitiva a functier

g, care verifica

1
relatia G(—1) = 2G(0). Atunci valoarea functiei G in punctul R este:

a)G(é) :;+gln2;
pa(l)=2 s
c)G<%> :g—l—gan;
d)G(%) Zg—i-%ln%

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

2?4+ L z <0

(5z +2)° + 5;“, x>0

Raspuns si rezolvare. Functia g are forma: g(z) = {
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Pentru z < 0 avem:

274 x4
x) :fg(x)dx:f(x?)—i—ﬁ)dx: Z_anr_l“_cl = 7+1n(1_x)+01.
Pentru z > 0 avem:
G(z) = [ [(52+2)° + 5 |z =

—_

[ (52 +2)*-(52+2) da:—|—5 i «(bz+1)'dz =

ot

5+1

1 Nt 1 Nt 1
= 5'(5z1)+451n|5$+1+02 = %—!—gln(&v—&—l)—FC&. S-a obtinut:
L flm(l—2)+0C, z<0
G(z) = (52 _’_42)4 1 , unde C1,C5 € R.
T+gln(5$+1)+C2, z2>0

Deoarece G este primitiva functiei g, rezultd ca G este derivabild si G'(z) = g(z),Vax €

4
Mai intai, din conditia de continuitate in punctul 0, rezulta Cy = 3 + Cs.

4
Daca notdm Cs = C, rezulta C; = 5 +Csi

z? 4
X+1D(1—$)+C+g, z <0
G(z) = (5 +2)* , unde C' € R.

1
+gln(5x+1)+0, x>0

Conditia de derivabilitate este verificata.

1 4 21 4
Calculam G(—1) = Z—i—ln?-l—C-l-g %+ln2+C§IG() 5"‘0'
11 1 7 6
Din conditia G(—1) = 2G(0) rezulta C' = —%-Hn 2, prin urmare G <5> 54-5 In2.

Raspuns corect: . 1

Problema 9.18 Se considerd functia f : R — R, f(z) = min {4z — 1,2z + 4}

St

F o primitiva a functiei f.
Atunci valoarea expresiei T = F(3) — F(0) este:

1_29
c)l = é
=

) 1=

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
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Raspuns si rezolvare. Functia f se expliciteaza astfel:

9+ 4 Ap—1>2r4+4 ° prin urmare f(z) =

3
dr -1, z< <
20 +4, x> 3
Fie F o primitiva a functiei f.

Pentru z < 3 avem:
2

F(x):ff(x)dx:f(4x71)dx:4fxdxffdx:4~%71+6’1 =222 —z + C.
5

Pentru z > 5 avem:

F(z) = [(2x+4)dz = [2xdz + [4dz + Cy = 2% + 42 + Cs. S-a obtinut:

22 —z+C w<5

_ " 2
F(z) = g , unde C1,Cy € R.

22+ +Cy, x> =

’ -2

Deoarece F' este primitiva functiei f, rezultd cd F' este derivabild si F'(z) = f(z),Vx €

5 25
Mai intai, din conditia de continuitate in punctul 2 rezulta 10 + Cy = y + 10+ Cs.

25
Daca notam Cy = C, rezulta Cq = vy + C si
2
2x2—x+—5+C, 9c<§
F(z) = 4 g ,unde C' € R.
2
r° 4+ 4z + C, T > 3
Conditia de derivabilitate este verificata.
25 59
Valoarea expresiei T'= F(3) — F(0) este: T=9+4+12+C — i C= R

Raspuns corect: . 1
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10 Clasa XII - Integrale Definite

Problema 10.1 Fie E = fol (322 — 4e”)dx. Atunci:

a) E=5—4e;
b) E =3+ de;
c) B =3—de;
d) E =5+ 4e;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. £ = fol (3z
23|

— 3 .
3

- 4em|é =5—4e.
0

Problemia 10.2 Fie £ = fo

Atunci valoarea expresiei E este:

&f

a) E =

b) E=0;
23

c) B =—

/ 3’

d) E=-3;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. E = —fl x%dx+f2 xzdx—i—(?)—&—\/g) f2 1dx—|—f2 (z2+5)/ T =
P §1 b= 0 1 1 0 /11324_5

3+1 32 1 _1 23 32
L B+ VR e o [ (02 45) (a2 45) de = — | 42|
T+1), "8l 2 33
112
24+5)2| 23
+ (3+V5)al; + u =3
2

2
Problemi 10.3 Fie J = ff T

x(x+
a) J=1n3;

2
b)J=Inz;
) n37

2 _

Va)de+ 7 (22 + 3+ V/5) dot [

1)

94

46””)d:17 =

—3[1 2d1:74folexdx:

Raspuns corect: . 1

S Y
VaT+5

Raspuns corect: . 1

dx +f3 —dx Atunci:



c¢)J=In2;

4
d) J=1In—-;
)J =

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

o . 2 2 1 1 41 2 sx+1—2x
Raspuns si rezolvare. J = §f1 mdx + §f3 de =3 mdx +
1 41
- |, —dz =
i x2 1 1 1 2 1 1 1 1
2| T+ x 4 2 2 4
== — de+- [, —dx = = —dz — [ ——d = [, —dx =
3f1 [x(a:—&—l) :1:(17—&—1)} x—|—3f3xac 3<1xx flx—l—l x>+3f3xx
2 S * 4
= -(Injz| —Injz+1))] + sln|z|]|] =2In2—-In3=In-.
3 .3 s 3

Raspuns corect: . 1

Problem& 10.4 Dacd I = [ xInxde, atunci valoarea expresiei E = 41 este:
1

a) E=—e*+1;
b) E =e*—1;
c) E=¢e*+1;
d) E=e*+2;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Aplicand formula de integrare prin parti se obtine:

2\’ 2 € 2
e e e 61
Jalnzdr = [Inz-azdz= [Inz- TV Vaz= (Z e —ff~x—dx:
1 1 1 2 2 1 1:17 2
2 lfe d e? 1 22| 2 €2 n 1 e? n 1
= — — — rar = — — — —_— = — — — _ = — —.
2 2y 2 2 2 1 2 4 4 4 4

Rezultd E = 41 = 2 + 1.

Raspuns corect: . 1

-1
Problema 10.5 Dacd I = [ In ’”—;dx, atunci:

a)(I=1+e);
b) (I =-1—e);
c) I=2—¢€);
d) (I =3—¢);

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
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—1 -1
Réspuns si rezolvare. Avem I = [ (Inz? —1)dz = [ Ina?dz — x|l =

—e

_ -1 2
= xlnfc2|_1 - [z —fdm— (-1+e)=—-1Inl+elne? — Qx\:i-i-l—e:
€ e €T -

Raspuns corect: . 1

y
w . _ dv__ _ _
Problema 10.6 Fie A = {y e R\ {3} | of‘/m =1Inly 3|}
Daca S = ) |y|, atunci:

=2e+2—2e+1—e=3—c¢.

yeA
a) S=1;
b) S =152,
c) S =6;
_ 6=2V3.
q) 5 = 624,

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

y
Rispuns si rezolvare. [ \/1‘117 =1In(z+V1+2?) ’g =In (y +4/1+ y2).
0

A={ye RN} y+ I+ =ly-3I} =
—{ye R\ y<3y+VI+yZ=3-y}U
U{yGR\{3}|y>3,y+w:y*3}:
:{ye(—oo,3)|m:3—2y}ugz
—{y e (~00,3) |3y* 12y +8 =0} = { =23},

Rezults S = Y |y = 6=23,
yeA

Raspuns corect: . 1

2
1
Problema 10.7 Fiel = fol (% - xex) dr si J = f110109 édx. Atunci (I —J)°

este:
(I) e
b) —8;
1

c) =;

/ 6

d) —1;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
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31

7 19
Raspuns si rezolvare. I = % +xe$\é—f01 etdx = 5 J= 5 deci (I — J)* = —

Raspuns corect: . 1

€ Inx —5
Problema 10.8 Valoarea integralei I = [ 5 ne dx este:
1 x(ln x—21nx—8)

a) [ =In3—2In2;
1 1
b) I = §1n3— 5 In2;
¢) I =In3+ :In2;
1
d) I = Eln?) —2In2;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Raspuns si rezolvare. Vom folosi schimbarea de variabila:

Inz =t = 2 =e! =>da = e'dt.
Pentru x = 1 rezulta ¢ = 0; pentru x = e rezulta t = 1

1 t— 1 11 2t—1
Integrala devine: I:f”—5~etdt [ 5——— =5 t:ffiodt:
o et (t —2t—8) 0t2—2t—8 2, 12 —2t—8
171 2t—2 1 - 11 (t2—2t—38 1 1
At ] S PO L e
2 ) 12 —2t—8 0 —2t78 2, t2—2t—38 o (t—1)° — 32
1
1 t—1)—3
= _In|t? -2t — 3§ —4-—111% =
o 2-3° |(t—1)+3]|,
1 2 |t—4l' 1 2
g2 2yt :71n9+71n2:
278 3 [t+2 278 '3
1 1 2 1 1 2
=—ln9— —-In8+=In2==-n32-=In22+=1n2=
o 23n tymi=g g ety
ln3+(—2+3>1n2—1n3—6ln2

Raspuns corect: . 1

0
Problema 10.9 Valoarea integralei [ x%e™2dx este:
1

a) I = 10ez — 16;

b) I =5ez — 16;
¢) I =10ez — 8&;
d) I =5e2 —8;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
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Raspuns si rezolvare. Folosind formula de integrare prin parti pentru integrala
definita se obtine:

0 0
[ 2% 3dz = [ 2 (—26’%)/d$ = 22 (—26*%)}[11 - f (xQ)/ (—2e72%)dz =
-1 —1

[}

0 0
= (—2x26_%)’21—f 2z (—26_%)(13? — 2344 [ ze~2dx = —2¢3-9 J = (—26_%)/(11} =
1 2 1

0 0
= —2:2-2 |z (—26’%)|21 —_fl (z) (—2e7%) dx] = —2¢21-2 (—:1,)63 + %_j; e3mdx> =
= 22 — %e*?’ + % (7%6731”(11 = 7%673 - %673 + 227 = 10ez — 16.

Raspuns corect: . 1

Problema 10.10 Valoarea integralei
-2
I:l; mdﬂf este:
a) [ =2In2+1InT;
b) [ =:In2—:InT;
TR S
¢c)l=:In2—-:InT7;

d)f:%1n2+§1n7.

Rispuns si rezolvare. Consideram ecuatia 622 —x — 1 = 0, care are radicinile
xlz—% §ix2:%.

Utilizand descompunerea in factori a functiei de gradul al doilea rezulta:

62> —z—1 =6(z—a)(x—a2) =6(x+3)(z—3) =3(@x+3)-2(z-1%) =
Bz+1)(2z-1).

Folosind descompunerea in fractii simple, se obtine:

1 A B A2z —1)+ BBz +1)
= = < A(2x—1)+B(3z+1) = 1.
622 —2—1 3z+1 2z—1 Bz +1) (20— 1) (22-1)+B(3z+1)
Pentruxz%rezulté %B:1:>B:%.
Pentru x = —% rezulta —%A =1= A= —%.

Prin urmare integrala devine:
3z +1) q 2 172 1

(-3 3 3 1-2(
I: d = —_—— . = - 7 _ . — 7(1 —
‘£<3x+1+2m—1) TTT5 sf3 e+l © 15 2;[323:—1 v
-2 —2
1

1
=-3 (In5 —In+48) + 5(ln5—ln7) =2mn2-
-3

Raspuns corect: . 1

L v 4 lmpee -1
= ——In[3z —In|2z —
5 5

L -3
5 In7.

Problema 10.11 Valoarea integrales

322 +2x —3
= ——d te:
_2f g este
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a)l =4In2+2mn3+1;
b) I =4In2 —2Wn3+1;
¢) I =4In2+2In3 -1,
d)I=4In2—-2In3+1;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Integrala se mai poate scrie:

3424 4x—3 3421420 —2 321 3 2 31
2f 2 -1 v 2f 2 -1 v 2fx2 T f R 32fx2—1 v
3 3 (22— )’ 31 3 1, lz—1
_ _ 2 _
1 1
:1—|—2(1n8—ln3)—2(ln2—ln3):4ln2—21n3+1.

Raspuns corect: . 1

Problema 10.12 Valoarea integralei
4 1
I = dx este:
e~ "
a) I =35+ $n3— 52— L n6;
b)]z%ln5—%ln3—%ln2 1ln6‘
12
1

¢)I=;In5—:In3— ln2—|—1ln6
d)I=3In5+¢In3— mz—lhm
e) niciuna dintre vam’antele de raspuns de mai sus nu este corecta.

Raspuns si rezolvare. Folosind descompunerea in fractii simple, se obtine:

-4, 5, ¢ =
—1)(z2-4) 2-2 x—-1 =x+1 =x+2

SAlx-1)(z+1)(z+2)+ Bz —-2)(z+ 1)(z +2)+
+C(z—-2)(z—1)(z+2)+ Dz —-2)(x —1)(x+1) =1.
Pentru x = 2 rezulta 12A=1= A =
Pentru x = 1 rezulta —6B=1= B =
Pentru x = —1 rezulta 6C =1 = C =
Pentru z = —2 rezulta —12D =1 = D =—=
Prin urmare integrala devine:

4 1 1 1 _ L
I— 2 _ _ 6 6 12 Vg =
{(:rQ x71+x+1+x+2 v

1
6

ol | E\“

1 1 1 14 1 4 1
:ngx dx—féfid T+ * f -4 +2dx:
4 4
:%%ln| :2|’3—§ln\x—11||3 %1n|x+1||3—§1n|x+2\|3:
:Zln 7611137311127@1116

Raspuns corect: . 1
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1
Problema 10.13 Valoarea integralei [ = | 221367 du este:
1

a)]:—22013;
b) I =0;

c) I =1;
d)[:22013'

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Integrala se poate scrie:
0 1

I=1 22018e=2" qp 4 foOlBe_szx =1+ 1.
-1 0

Efectuand schimbarea de variabila —x =y = ¢ = —y =dx = —dy.
Pentru x = —1 rezultd y = 1, iar pentru = = 0 rezulta y = 0. Integrala I; devine:

0 1
I, = f(—:v)zm?’e*(*g”f(—l)dx = foOlge’Ide =—1I.
1 0
Prin urmare I = 1 + I, = -1, + I, = 0.

Raspuns corect: . 1

1
Problema& 10.14 Daca I = [ 2 - e **dx, atunci:
0

CL) J = 2637,17 .

52187
_ 3-=b5e
b) ] - 2

— Ge3
c) I =6e;

__ 2e—3.
d) I =52,
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
Réspuns si rezolvare. Avem F (z) = [2? - e %%dx = —12%e™" + 2 [we 3%da =
_ _1..2 -3z 2(_1, -3z 1 —3x _ 1,2 -3z __ 2x_ -3z _ 2 _ -3z _
=—zz°-€ —|-3( sxe +3fe dx)— zx7e o€ 57€ =

= —e;;m (9@"2 + 6x + 2).
1 —

Rezults I = [2%- e 3de = F(1) = F(0) = =% - 17 + 5 -2 = 26 =17
0

Raspuns corect: . 1

L2z —1
Problem& 10.15 Daca I = [ f 4d$, atunci:
0o 7~

a) [ =:In3—2In2;
b) I =2In3+2In2;
¢)I=2In3—2In2;
d)I=2%In3—-2In2;
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
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1 1 1
Rispuns si rezolvare. Avem I = of o 4dx = of o 4dx fbf
dr— —1In

L (22— 4) ! 11
ey ==l =g (g o) -

1
=In3—1n4+ ZlnS = gln3—21n2.

T —2
T +2

Raspuns corect: . 1

< y 2 1 ‘
Problema 10.16 Dacd I _4f:17\/_—2:1:+ \/de, atunci:
a) I =1,
b) I =2;
c)I=3;
d) I = 4;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Vom folos/i schimbarea de variabila
Vi=t=z=t = 2/de= () dt = dz = 2tdt.
Intervalul de integrare se transforma dupa cum urmeaza:

T ‘4 9
t=yz |2 3
3 31
Integrala devine: I = [ —————— . 2tdt =2 [ ————dt =2 dt =
ntegrala devine 2ft3—2t2+t ft2—2t+1 Qf(t—1)2
3 O R S R -2
=2 (t—1)"? (t—2)'dt:2~( ) = — - -1
) —2+1 t—1], 3-1 2-1

Raspuns corect: . 1

3
Problemi 10.17 Fie f : R — R, f(z) = max{2? 2z} si [ = [ f(z)dx.
21

Atunci]' 53
a = 7
c) I = é’
3

d) I = 7

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
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Raspuns si rezolvare. Functia f se expliciteaza astfel:

x?,

f(z) = max {22 2z} = o

x2 > 2z
2?2 < 2

Rezolvim inecuatia 22 > 2z < 22 -22 >0 2 (2 —2) > 0 2 € (—00,0) U (2,00) .

x?,

Rezultd ca f(z) = { 9

x € (—00,0) U (2,00)
z € (0,2)

Prin urmare, integrala se descompune dupa cum urmeaza:

3 0 2
I:_fl f(x)dx:_fl f(x)dx—f—{f(x

3_(0
9 3

0 2
+2.2

2

2+£3
o 3

3

3

-1

3 0 2 3
)z + [ f(z)dz = [ 2%dz + [2zdx + [22dx =
2 1 0 2

(_31)3)+(22—02)+<?§)—233>=:;2.

Raspuns corect: . 1

2
Problema 10.18 Dacd I = [ 2*vx? + ldx, atunci:
1

5 2
:)I—§ﬁ+12—5\/§;
)Izé\/__gﬁ;
R
)T =5V5 = 2V2;

e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.

Raspuns si rezolvare. Vom f&}ce schimbarea de variabila
PHl=t=a?=t—1= (2?)de=(t—1)dt = 2adz =dt,
Intervalul de integrare se transforma dupa cum urmeaza:

z ‘ 1 2
t=a>+1]2 5
Integrala se mai poate scrie: I =

Folosind schimbarea de variabila se obtine: I =

12/5 1 [ 3t
= — t?—ti)dtzf PR
2{( 2<§+1

Problema 10.19 Fie [ : (—oo,

I(1) + 1(-8). Atunci:

N[ =

B\ [ 2.5 2.8
—_— = —12 — —12
s+1)| 5 3

z2vVax?2 +1- 2zdz.

15

2]
1
2

»—‘%m

(t—1)-/tdt =

5

(tVt —Vt)dt =

N =
N— tn

10 2
= —Vb—-—=v2
9 3 V5 15\f
Raspuns corect: . 1

1

U= R Im) =

dv g1 S =

]
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1 1. 2
a) [ ==+ =In—;
113
b)I ==+ =-In—;
SN
c) I ==+ =-In—;
TR
d)I==-+—=-In—;
)‘.3 2 5 . ‘ )
e) niciuna dintre variantele de raspuns de mai sus nu este corectd.
A g 3 1 3 1
Ra i 1 . :S=11)= | ————dx = dx =
Aspuns si rezolvare. Avem (1) 2fx2—2m+1 x 2f(x_1)2 T
3 —1|3 3
N SV it N IRt S0 e PR
—!(m 1) “dz = — 1), 5 1=
2
3 1 3 1 3 1
I(_g):2fx2—2x—8dx:{:102—2m+1—9dx:2f(x_1)2_32dx:
1 (x—1) =3l 1 |a—4|> 1/ 1 1 1.2
= —Iln|l——|| ==-In =—(ln-—In=- ] ==-In-.
2.3 |(@—1)+3|l, 6 |z+2|, 6\ 5 2/ 6 5
Prin urmare S = I(1) + I(—8) = % + éln;

Raspuns corect: . 1
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